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UT — GRANICA U POLJU OPERATORA MIKUSINSKOG

Uvod

Prodor matematike u raznovrsne grane nauke zahtevao je neminovne pro-
mene u osnovnim koncepcijama klasi¢ne analize. Tako nastaju i posebne teo-
rije uopltenih funkcija koje predstavljaju prirodna re$enja i refenja matemati¢kih
modela i u onim sluajevima kada u smislu klasi¢ne matematike takva reSenja
ne postoje. Poljski matematitar Jan Mikusifiski dao je 1949. godine jak anali-
tiCki aparat savremene matematike poznat pod imenom operatorski racun Mi-
kusifiskog. Mnogi matemati¢ki modeli refavaju se u okviru ove teorije, a ope-
ratori Mikusifiskog su osnova i ovog rada.

Klasa C neprekidnih, kompleksnih funkcija realne, nenegativne promen-
ljive snabdevena je strukturom komutativne algebre bez delioca nule, ako se
mnoZenjem defini§e preko konaéne konvolucije, a sabiranje i mnoZenje skala-
rom definiSemo na uobitajen nadin. Koli¢ni¢ko polje ove algebre je polje ope-
ratora K Mikusifskog. U polju operatora K definisani su [4] granica, izvod
i integral.

U ovom radu definisana je UT-granica konvergentnog reda operatora
oblika:

o

§ a e—sb,.
n

n=0

gde su: s — operator diferenciranja u polju K
a, — proizvoljan niz kompleksnih brojeva
0<Chy<<hby<<...<<h, ...
b, >0, n—>w
Za definiciju UT-granice koristila sam dva poznata endomorfizma polja
operatora K [2] [4]. linearne operatorske transformacije T-* 1 U,. Ove endo-

morfizme uveo je Mikusifski, a detaljnije ih je ispitao Gesztelyi. Teoreme 1
i 2 govore o egzistenciji u polju K, UT-granice konvergentnog reda operatora
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oo

E a,e=t i omoguéuju da se rezultati klasi¢ne analize koji se odnose na kon-

n=0
vergentne Dirichletove redove ili Risz sumabilne redove u z=0 direktno pre-
nesu u operatorski ra¢un Mikusinskog.

Skup D operatora i njegovi endormofizmi

Poznato je da u polju operatora K uvek konvergira red operatora oblika:

(1 z g, et

n=0

gde su: s — operator diferenciranja,

{b,) — niz pozitivnih realnih brojeva koji monotono teZi beskona&no-
sti, b, >+ o0, n—>w,

a, — proizvoljan niz kompleksnih brojeva.

Red (1) nazovimo, analogno terminu u Kklasi¢noj analizi, Dirichletovim
redom operatora. T

Naime.
oo

© z 4, et = z a, 5q (8,)

n=>0

(-]

o

=sza, (g (B, D)

n=0

- za,qw.., 0

n=0

=s{F (e}
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F(r) je stepenasta funkcija koja se sa # menja samo za r>=b,

0, —oo<r<b,
F()=1ay be<i<<b

n
[ E Qpy bn<t<bn+]

k=0

ObeleZzimo sa © skup svih onih operatora iz K, koji su definisani Di-
richletovim redovima operatora oblika (1).

Linearne, multiplikativne, neprekidne operatorske transformacqe T? i U,
definisane su sa:

a. T?f=(e?f(1)) za f €e, p je kompleksan broj

P
TPx: Tpisz; xzi

. Trq p €K, f,qce, q#0.

Ako ovako definisanu operatorsku transformaciju T? primenimo na ope-
rator diferenciranja s, dobijamo:

|
(3 Y LA i N ) =(s+p).

B {e‘" t—z} S
2 (s+p)?®
b. U,f={kf(kt)} za feC, k je pozitivan realan broj
U,,x=Uk-f—=U"f' f

s x=—€ckK, f)qu) g#0.
g U q

"Ako U, primenimo na operator diferenciranja s, imamo:

(4) Uks=U,,£= (k) _ R 9 s
13

P R

Gesztelyi je dokazao da je:

Teorema A, Za svaku neprekidnu, linearnu i multiplikativhu opera-
torsku transformaciju Fs£0, operator F(s) je logaritam. Operatorska funkcija
f(x)=F (&™) je refenje podetnog problema:

F®+F()f@x)=0
fO=1

Stoga ie F(e_zS) =e_zF(s).
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Teorema B. Postoji li, u polju operatora K, granica

lim Uyx=a
koo
za proizvoljan operator x € K, tad je a kompleksan broj.

Operatorske transformacije 7¢ i U, su neprekidne, linearne i multipli-
kativne [2].

Dokazaéemo najpre dve leme.

Lema 1. Za proizvoljan kompleksan broj =z, operatorska transformacija
T-* preshikava D u D. Naime, T~ je u odnosu na a’gebarsku strukturu skupa
D, koja je indukovana iz polja operatora K, endomorfizam.

Dokaz: Za proizvoljan kompleksan broj z, zbog neprekidnosti, linear-
nosti i multiplikativnosti operatorske transformacije T sledi:

- -
_ E b | E - —sh
T a, e |= T2 (a, e ") =
n=>0 n=>0
(-]
= E a, T= (e )=
n=0
-
(na osnovu teoreme A) = E a, et T -
n=0
-
= E a, e-bn 6+9) 2
n=0

o«

= E e e®D:ic,=ae eC.

n=0

Lema 2. Za proizvoljan, utvrden broj ke R*Y, operatorska transformacija
U, je endomorfizam skupa D.

Dokaz: Dokaz je analogan kao u lemi | i sledi iz neprekidnosti, li-
nearnosti 1 multiplikativnosti operatorske transformacije U,
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U, (i a, e=*n ) = j U, (a, e~ )= Z:: a,U, (e%) =

n=0 n=0 n=0
i Qo o bn s
(prema teoremi A) = E a, et Uk — E a,e * 3ed.
n=0 n=0

Neka je z proizvoljan kompleksan broj, Re{z]>x, a ke R*, tad zbog
linearnosti, neprekidnosti i multiplikativnosti transformacije U, (T-*), a na os-
novu lema 1 i 2. sledi:

Uk[T—' (Z a,e? ,.s) U, (Z a, e (s+f)) - U, (a, e E+n) —

n=0 %= n=0

* s
- zd,. e_({’—“)b" .

n=0 ~

UT-granica
Definicija 1. Ako u polju operatora K, postoji granica:
“ %0 _(ki+z)b”
lim U, | T— Z a, e || = tim Z ae ,
kh—o0 ) ko0
n=0 n=0

tu granicu nazvacemo UT-gramicom Dirichletovog reda operarora (1) za dato z.
Na osnovu (2) je:

©) U | T (z a, e ) =U, [T (s (F()D]
n=0
=U (T*s)U, T*{F ()] = prema (3)
=U,(s+2) U, T*{F) = prema (4)

- [—;— + z) U, (T~ (F))
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Na osnovu definicije 1, relacije (5) i teoreme B, sledi:

Ako u polju operatora K, postoji grani¢na vrednost UT-granica, Di-
richletovog reda operatora (1) ona je jednaka:

lim U, | T~ (z a, e—*bﬂ) —z lim U, T~ (F)=a (2).
B0 ke—oo

n=0

Teorema l: Ako Dirichletov red oblika:

) % (@)= z gy etn

n=0

0<Chy<hy<by<.. . <b,< b,~>0, N>

konvergira za Re(3)>¢>0, u klasiénom smislu, tada za svako takvo z u poliu
operatora K, postofi UT-granica:

] - - :
lim U, | T (z a, e—’b”) = UT-lim a, e‘(/T +2)on
h—co . k—ron

L =0 A n=0

1 vas.

lim U, | T (z a, et ) = Z a, e’
ko0

L n=0 3 n=0
= zfe""F(t)dt )
0

Dokaz: Ako Dirichletov red (6), za Re |2}>0>0 konvergira, u kla-
si¢nom smislu, on se tada moZe, kao §to je poznato [1] prikazati u obliku:

@ _ fe""F(t)dt Re{z)>s20,
z

0

¢ je apscisa konvergencije Dirichlétovog reda (6).
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QOdnosno:

2@ _ @(F@)) Rels)>o>0,
;4

gde je F(f)= za,,; F (1) je stepenasta funkcija koja se sa n menja samo
za t=b,.
_ Kako postoji . (F(¢)} za Re{z}>5>0, to ée na osnovu teoreme. Geszte-
lyia [2] postojati, u polju operatora K, za Re{z)>0 i

lim U, (T-*(F)) i on je jednak sa .% [F ()},

R :
tj.

Hm U, (T {F))=Z|F ()] Re{z)>¢=0.

k 200

Naime, za Re(2]>0 je:

U, (T~ (F))= (ke ™F (ks)).

Tada je — U, (T~ (F)) = B (ke F (ko))
¥

Sada je lako pokazati da niz neprekidnih funkcija —i— U, (T~ {F)) uni-
§
z

formno konvergira u intervalu ¢ € [0, T'1 funkciji {z f e"*F(x) dx} za Re(z}>0. [2].

Primer: Neka je {b,}] pozitivan, monotono rastuéi niz brojeva, b,— 0,
n—>0o0, koji zadovoljava sledete uslove:

2 %= 0 byyy— b, >30.
n=0 e

Tada red:
™ Y(2)=1+a,e bt ae bt ..

sa koeficijentima

am i ey -5

a=1 b, — b,
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konvergira apsolutno za sve kompleksne vrednosti £ i uniformno za Re{z)>x,.
Na osnovu teoreme 1 red (7) konvergira i u polju operatora K, odnosno za
sve kompleksne vrednosti z postoji UT-granica:

lim U, T-’ a e~bn ] E a, en .
j_—Y
m=0

Red (7) dobijamo koriste¢i niz {V,) Hirschman-Widderovih [4] funkcija oblika:

b, b
s+b,  s+b,

1
(Ve () =—- =(1+ayedi+.. . +a, k1
s
W, () raste dok 0<r<<co i to O<Y, (<.

Teorema 1 omoguéuje da se rezultati klasiéne analize koji se odnose na
konvergentne Dirichletove redove, mogu direktno preneti u operatorski raun
Mikusifiskog. Mogu se vriti i dalja uop$tavanja.

Naime, sa ke Z* je: _
0 0<<r<b,

— ok = =
q (bn) s qx (bn) Sk (Qk (bn’ t)] sk (l_—k!bn_)i b” <t

Naravno, ovo se moZe generalizirati i kada & nije ceo pozitivan broj, naime
za ke Rt je

0 0<i<b,
g =5*3 (- b)) =s* g, (ba)-
TG OoS*
Zato, ako ke Rt je
N\ —sbp . Sk+1 ’ _ k
(®) > aetn -l Q- > G-bral,
n=0 by <t
S e
P(k D ———— {F® (9}

gde je:

F (1) = Z (t—b)a,
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konvergentan red u polju operatora K, i vazi:

Tk+1)

FO Q)= (F)) =T (k+ 1) {I%k(;)} (F () =&+ [F Q).

Stoga je:

F® @)=k f (t—w)*1F (u) du; ke R*. .
0

Kada, Dirichletov red (6) za Re{z)>oc>=0 konvergira, tada postoji UT-
-granica za sve one kompleksne vrednosti 2 za koje je Re(2]>6>0 i vaii za

ke R*
> S U
lim U, | T~ Za,, e |- tim U, | T (0 ]| =
o s Tk 1)

n=0

____L_ . s k+1 . o B
LGl {[m+z] U [T (1F¢ (t)})]}—

zk+1 ~
=l | e F® () dil.
T (k+1)
0

Rieszova sumabilnost Dirichletovog reda u #=0, u oznaci (R,b,k) su-
mabilnost, igra u teoriji Dirichletovih redova istu fundamentalnu ulogu kao
i #®|(F) — uopstena Laplaceova transformacija k-tog reda [1]. Zato, na osnovu
teoreme [2] Gesztelyi-a koja se odnosi na #® (F), nepostedno sledi da vaZi:

Teorema 2. Ako Dirichletov red (6) ne konvergira, ali je (R,b,k) su-
mabilan u talki 2=0, k>0, tad za svako z€ S, (0, ‘I’<—;-) postofi, u polju

operatora K, UT-granica konvergentnog reda operatora (1), gde su a, i b, koe-
ficijenti (R, b, k) sumabilnog reda, i va#i:

. a < P | BT Toef S & _
lim U, | T (za,, ) - lim U, [T [F——(k+l) {F()(:)}]]_

n=0
zk+1 @ .
12" [ e Fd)arl,
T (k+1)
0
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F® (1) = Z gy (2= B

b, <t

gde je:

Na osnovu teoreme 2, rezultati klasiéne analize koji se odnose na Diri~
chletove redove (R, b, k) sumabilne u ta¢ki z=0, mogu se preneti u operator-
ski ratun odnosno na UT-granicu.
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UT-LIMIT IN THE OPERATOR FIELD MIKUSINSKI

Summary

The class ¢ of continuous complex-valued functions, of non-negative real variable
forms, a commutative algebre without zero divisors where the product is defined as the finite
convolution and the sums and scalar products are defined in the usual way. The quotient
field of this algebra is the operator field K of Mikusinski. In this operator field the limit,
differentiation and in*egration are defined. The UT-limit of convergent series operators is
defined in this paper. The series:

o
Z}'a” g—-‘bﬂ
n=0
where: s is the differential operator in the operator field K
ay is the sequence of complex numbers
0<Chy<by< .o <y <\

b, —+0o0, #—co is always convergent.
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For the definition of the UT-limit, I shall use two linear, continuous transformations
T—% and Up of the operator field K,

The following theorems are proved:

Theorem 1: If a Dirichlet serjes:

o (@)= S ape=bn
. n=0

converges, in the classical sense, for Rez > ¢ > 0, then for each z, in the operator field K,
-

the limit UT of convergent series operators 2 a,e—n exists, in the following form:
n=0 '
-] £ o
. —\7 b" .
UT-lim z a,e (k +z) =lim U, T—* z a, e—*n
R—rc0 n=0Q k—om n=0

and the foilowing holds:

lim U, [T"z [i a, e—Stn ]-I= i a, e~bn zz{z oj'u e~ 2  F (1) dt}
n=0

k—o0 n=0

Theorem 2: If a Dirichlet series is (R, b, k) k£ > 0, Riesz summable in z=0, then for
T
each z e S, (0, ‘F<—2—) in the operator field K, the UT-limit of convergent series operators

.- -]
a, e—tn exists, and the following holds:
=0

P
@ . zk+1 Ioo

lim U, | T2 e~ n | f={—— ~2L Fk) (t) dt

s | 72 3 e || e 0.4

where

FB- > a,¢-b% k>0
n <t

3 36opunk pamosa I[TMP



