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Bogoljub Stankovié¢

O JEDNOJ KLASI OPERATORA
Uvod

U polju operatora J. Mikusinjskog [2] snabdevenom strukturom konvergentne
klase ([2], str. 144.) vaZnu ulogu igraju redovi oblika:

(=d* ,
ey kéZOTs “

O<a<l,

gde je A kompleksan broj, a s operator diferenciranja. Takav red definiSe eksponen-
cijalni operator exp (-As*) koji se javlja pri refavanju numeric¢kih parcijalnih diferen-
cijalnih jednacina pomocu operatora J. Mikusinjskog ([2], str. 439—453.).

Dva se osnovna problema postavljaju za ovaj red: Za koje 4 on konvergira i
kada predstavlja elemenat iz €. Ova dva pitanja su u literaturi odvojeno raspravljana,
raznim metodama. Konvergencija je raspravljana za Siru klasu redova (vidi [1], [3]
i [4]) i ti se rezultati mogu primeniti i na red (1). Kada je redom (1) definisan elemenat
iz €, pokazao je J. Mikusinjski ([2], str. 400—404.). Nas. cilj je da u kratkom dokazu
damo odgovor istovremeno na oba pitanja. Ovaj dokaz moZe biti, pored navedenog,
interesantan kada se ne Zeli ulaziti u op$tu teoriju redova, ve¢ samo ograni€iti na redo-
ve oblika (1).

Da bi smo olak3ali ¢itanje, izloZiéémo obeleZavanje i rezultate koje ¢emo
koristiti.

1. Oznake i rezultati koji se koriste

% je prsten neprekidnih funkcija koje preslikavaju interval [0, c0) u skup komp-
leksnih brojeva. Dve unutraSnje operacije su sabiranje i kompozicija. Za dve nepre-
kidne funkcije f'i g kompozicija je definisana: f(f)xg(t)= [t f(t-u) g(u) du.Odgovara-
judi elemenat u % za neprekidnu funkciju f(¢) obeleZiéemo sa fili {f()}.

Polazeéi od prstena % koji je bez delioca nule i bez jediniénog elementa, dobiva
se polje . operatora J. Mikusinjskog.
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U dokazu sluzi¢emo se celom funkcijom E.M. Wrighta:

z’l

o6, _“;Z)=n,z.zo T(n+ DI(B—an) O<a<l.

E.M. Wright [6] je pokazao da za z= —y, |arg y|<min{§n(1 —a), n} —&

) (B, —a; z)~ ) Gl Y=(1—a)(@y) "

Mi éemo se koristiti funkcimjom:

—B—-1 0 P Pt
@ F(B,A,t)={:) $(—B, —o3 — ™), zg}

koja ima sledee osobine:
1. Za f kompleksno i |arg ll(;(l-a), A#£0, F(B, A, t) je elemenat iz ¥.

2. Za svako t>=0 F(, A, t) je regularna funcija po 4 u oblasti |argl] ¢ ZE(I-a),
A#0.
3. s™F(, |, H=F(ak, 1, 1),

LS

4,
di

F(0, A, f)=F(ak, A, 1)

5. F(0, i, )*F(0, 1, )=F(0,1+4, 1)

- (n+i—)

6. |F(ak, 1, t)|<?i(cos gf) I'(n+—1)
a 2 a

7. F(0, 4, z)=i[ ¢ gz,

27i

Posto znamo daje ¢(f, -a; z) cela funkcija, to za osobine 1. i 2. treba samo is-
pitati okolinu tatke ¢=0. Pretpostavili smo da je F(B, A, 0)=0. Zato treba samo po-
kazati da F(f8, A, t) -0 kada -0 i |argll<%(1-a), A#0. To sledi iz asimptotskog
ponasanja (3) funkcije ¢(B, -a, z). Ostale osobine koje smo ovde naveli za funkciju F
slede iz poznatih osobina za funkciju ¢ (vidi [6] i [5]).
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2. Konvergencija i analiti¢ki izraz za red (1)

Tvrdenje: Red (1) konvergira za sve A kompleksan broj, a kada je |argA|{
7;( 1-o), A#0, on predstavija funkciju F(0, A, t) koja je elemenat iz 4.

Dokaz. - Poznato je [4] da ako red (1) konvergira za jedno A0, tada kon-
vergira za sve A kompleksno.

Za faktor konvergencije uzimamo F(0, 1, ¢) i koristimo navedene njene osobine
s D@ T [ D, t)}
S0 k! (FO, 1, )} |24 k!
I { > £ A d*
{F(O,l, D} lmo k! dA*
T
{FO,1, n}
={F(0, 2, 1)}.

—F0,1+4, 6);,-¢ }

{F(O,1+4, t)}

Konvergencija reda (1) u .# sledi iz majoracije:

(k'l) F(ak, 1, t)’ < |a*N*, 0<i<T,

gde je N konstanta koja zavisi samo od «. Pri ovoj majoraciji koristili smo asimptot-
sko ponaSanje I' funkcimje: F<n+1—> ~L(n)n'’* .
o

‘ Dobivena majoracija pokazuje da se moze odrediti 1#0, tako da red (1) kon-
vergira.

Ako uporedimo tvrdenje koje smo dokazali sa rezultatom koji je dobio J.
Mikusinjski, vide¢emo da su oni identi¢ni. J. Mikusinjski je dobio analitiCki izraz
za red (1), kada on definiSe elemenat iz %, u obliku integrala:

oo
J‘ etz—).z dZ.
Navedena osobina 7. za funkciju F pokazuje da su rezultati identitni.
Iz dokazanog tvrdenja moZe se zakljuditi i kada red (1) predstavlja operator

koji sigurno ne pripada %. Neka je za neko A e"‘a elemenat iz €. Kada bii &~

bio elemenat iz %, imali bi:

@ @
eﬂ.s e As =I,

a to nije moguce jer je € prsten koji ne sadr¥i jedini¢ni elemenat L
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Bogoljub Stankovié
ON A CLASS OF OPERATORS
Abstract

In the field of Mikusinski operators [2] with defined convergence classes ([2], p. 144) the
series of the form (1), where ] is a complex number and s differential operator, play an important
role. Such a series defines an exponential operator - As®which occurs when we apply Mikusifiski
operators in solving partial differential equations for numerical functions ([2] pp. 439—453).

In the mathematical literature the problem of convergence of such a series and the condi-
tions when the series (1) represents an element from ¢ are treated separately. This paper presents
a very short proof which answers both questions.

. T
PROPOSITION. The series (1) converges for all  complex. If | arg 1 | <;(1—oc), the

series (1) represents the function t=1 ¢(0, — &; — A t—2) which is an element of @
(B, — o z) is the function analysed by E. M. Wright [6].



