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Dragoslav Herceg

O NEEKVIDISTANTNIM DIFERENCNIM FORMULAMA
HERMITOVOG TIPA

Uvod. Konturni problem.
(KP) x"'=f(t, x) na I=[0, 1], Rix=2: (1=0, 1)

sa poznatim linearnim funkcionalima R; na C'(I), fe C(IXR), z1e R{i=0,1)
(R je skup realnih brojeva) svodi se diskretizacijom nad nekom mreZom IpcT
na sistem, u opitem slucaju, nelinearnih jednacina. Taj sistem je potpuno odreden
kada su poznati korak h, mreZa I, diskretizacije i diferencne formule kojima se
aproksimiraju jednadina i konturni uslovi iz (KP), [4].

Neka je n € N (N je skup prirodnih brojeva) i 2;>0, ke R (j=1,2,...,n).
Tada se 21 Ir mogu definisati na sledeéi nagin

n
h 1= j}_jlk,, D={10=0, ty=t;1+kshij=1,2,...,n}.

Ako je k;#kj, bar za jedan par 1,5, i#j5, 1, je{l,2,...,n} mreza I je neekvi-
distantna (neregularna), [3]. Za ky=aeR (j=1,2,...,n) mreza Ip je ekvidi-
stantna.

Pri diskretizaciji jednacine iz (KP) u tatkama & (:=1,2,...,n—1) ekvi-
distantne mreZe I Cesto se koriste ekvidistantne formule Hermitovog tipa, [2],
(41, [5], [6]. Opsti oblik ovih formula je

P
(1 ,Z (h=2asx (ti+7R)+byf (t:+jhs x (t-+-7H)=0 (Am-1),

=P
gde za p e N vazi p<min (4, n-i), a m=2 je prirodan broj za koji je x e Cm+1(])
i za koji je moguée koeficijente ay, by (j=—p, ..., p) jednoznaéno odrediti, [5],
[6]. Kako se posmatraju samo tatke t;e I (i=1,2,...,n—1), to su svim tim
tatkama mozZemo uzeti p=1. Taj specijalni slu¢aj, kada je m=3, najc¢eiée se ko-
risti. Tada je

(2) a_1=a1=—1, ao=2, b_1=b1=1/12, bo=5/6.

Diskretizacije jednacdine iz (KP), u kojima se koriste formule (1) sa razli-
¢itim vrednostima za p, nalazimo u {2} i [3].



96 Dragoslav Herceg

Primena ekvidistantnih diferencnih formula oblika (1) u diskretizaciji jed-
nadine iz (KP) u tackama #; neekvidistantne mreZe I je moguda, ako se ta mreza
odredi na poseban nacin. Jedan primer takve mreZe dat je u [3].

U ovom radu se daje jedan postupak odredivanja neekvidistantnih dife-
rencnih formula Hermitovog tipa:

»
3) ,-;o (h=*asx (ti+sih)+byx (k) (2+55h))=0 (B+17K),

i odgovaraju¢a formula za k=2, p=3 i m=>35. Dobijena formula moZe se koristiti
za diskretizaciju jednaline iz (KP) u tackama & (f=1,2,...,n—1) proizvoljne
neekvidistantne mreZe I, $to de biti predmet jednog od sledeéih radova. Kao
specijalan slu¢aj ove formule, kada je I ekvidistantna mreZa, javlja se formula
oblika (1) sa koeficijentima iz (2).

Odredivanje koeficijenata a; i b; iz (3). Neka je I, neekvidistantna mreza,
a t; bilo koja tatka te mreZe. Uvedimo za fiksno p € N oznaku T={0, 1, ..., p}
i pretpostavimo

(4) kQP, k,P eN, 53 € R (]E T)’ 50=0, 5 55 2a 1#] (1,] € T)
ti+shelh (e T),
(5 x e Cm+Ll () za neko m=p+k, me N.

Koeficijenti aj, b;(je T) iz (3) odreduju se iz sledeCeg sistema linearnih
jednagina ([5]):

Yy D
(6) Daj=0, >asi=0(p=1,2,...,k—1),
=0 j=0
b K
(7 > (ass5 +bikD)=0,
=0
i I
8 (a isT+by ki s?_k]=0 (g=k+1,...,m),
AT
Yy
(9 S'by=1.

Da bi se diskretizacija jednaline iz (KP) mogla sprovesti, potrebno je da
je b;#0 bar za jedno je T, §to se obezbeduje jadnacinom (9). U tom sluéaju (7)
se svodi na

i
> agi=—k!,
=0

te je sistem linearnih jednadina (6) — (9) nehomogen.

Sada se broj m € N odreduje tako da taj sistem ima reSenje i da je m=k-+p.
Jedna moguénost odredivanja broja m i refenja sistema linearnih jednacina (6)
— (9), pod pretpostavkama (4) i (5), data je u dokazu sledete teoreme.
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Teorema. Neka su ispunjene pretpostavke (4) i (5) za m=p-k. Tada si-
stem linearnih jednalina (6) — (9) ima bar jedno relenje.

Dokaz. Iz sistema linearnih jednacdina (6) — (9) izdvojimo prvih p-+1 jed-
nadina. Ako je bo=1, b;=0 (j=1,2,...,p), izdvojene jednaline obrazuju ne-
homogeni sistem linearnih jednafina sa nepoznatim a;(je T). Ovako dobijeni
sistem, ozna¢imo ga sa (Sa), jednoznacno je rediv, [5], [7], a reSenje se moZe od-
rediti prema formulama iz [7]. UvrStavajuéi tako dobijene vrednosti za a; (je T)
u jednatine (8) za g=k+1,..., k4p, dobija se sistem p linearnih jednatina sa
nepoznatim & (j=1,2,...,p). Oznatimo taj sistem sa (Sb). Pomocu relenja
sistema (Sa), redenja sistema (Sb) i by, koje se onda mozZe dobiti iz (9), obrazuje
se reSenje sistema (6) — (9).

Za vrednosti koeficijenata a; (je T) dobijene reSavanjem sistema (Sa) vazi,
prema [7],

7
Dlagsi#£0 za g=p+1.
=0

To znadi da je sistem (Sb) nehomogen. Ovaj sistem moZemo napisati u obliku

» . k
by F = _@=R! Zas (q=k-+1,..., k+p)
= q!

Otuda se lako vidi da je determinanta sistema (Sb) razliita od nule (pod
pretpostavkama (4)), §to znaci da je taj sistem jednoznaéno re$iv.

Na ovaj nadin smo odredili jedno redenje sistema (6) — (9) za mi=kp.
Da li m moZe biti veée od k+p i za koliko, u ovom slu¢aju, utvrduje se provera-
vanjem da li re$enje sistema (6) (9), dobijeno za m=~k+p, zadovoljava )ednacme
(8) za g=k+p+1, k+p+2,.

Formula (3) za k=2, p=3 i m=>5. Koriste¢i se postupkom iznetim u
dokazu teoreme, odredi¢emo sada neekvidistantnu diferencnu formulu oblika
(3) za k=2, p=3, i m=>5. Pretpostavimo da za s; (=0, 1, 2, 3) i x vaZi (4) odnosno
(5). Sistem (Sa) u ovom slu¢aju glasi

3 3
(10) S a;=0, Napi=—842!(q=1,2,3),
j=0 =0

gde je 824 Kronekerov simbol. Refenje tog sistema je

_ —2(s1+s2+s3) 2 (s2+s3)
apg= 5 al= )
515253 51 (s1—52) (s1—53)
11
__ 2(sits9) g2 (s1+s2)

52 (sa—-sl) (52—83) ’ - 83 (53—81) (83—52) '
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3
Iz (10) imamo sada y1:=Za;s?=O, a lako se izratunava
j=0

3
4
yai= Z ass;=2 (s152+ 5153+ 5253),
7=0

3
y3:= Z djS?:Z (s1-+s2) (s1+s53) (s2+53).
=0
Sistem (Sb) sada glasi
3 —A
Sbi P =2 (4=3,4,5),
=1 q(qg—1D
a njegovo reSenje je dato sa

bi=a1 (y2—353)/60, ba=as (y2— 3s3)/60,

(12)

bs=as (y2—3s3)/60.
Sada se iz (9) dobija
(13) bo=aoy2/60-+9/10.

Za —s1=sz dobija se iz (11), (12) i (13)
—ao/2=a1=az=—s§2, a3=0, bo=5/6, b1=bz=1/12, b3=0,
a za s2=1 formula (3) svodi se na formulu oblika (1) sa koeficijentima iz (2).

Da za k=2, p=31i a;, b;(j=0, 1, 2, 3) dobijene na navedeni nain ne moZe
biti m>35, vidi se iz sledeeg primera. Neka je si=—1, ss=2, s3=3. Tada nalazimo
a1=—5/6, az=—2/3, az=1/6, bi=1/72, b2=1/9, b3=—5/72 i

3 6 4
Z (ass3+30bys5)=—37,
=0

§to znali da jednatina dobijena za ¢=6 iz (8) nije zadovoljena.
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Dragoslav Herceg

ON NONEQUIDISTANT DIFFERENCE FORMULAE OF THE
HERMITE TYPE

Symmary

In this paper a procedure for determination of nonequidistant difference formulae of
the Hermite type

p
Z (% ajx (ti+55h) +b5x®) (t+ 55h)) =0 (Bm+1-F),

=0

and a corresponding formula for k=2, p=3, m=35 are given. The obtained formula can be used
for a discretion of the equation from (KP) at points ¢ (f=1,2,...,n—1) of an arbitrary none-
quidistant grid Ix. A special case of this formula, when I is an equidistant grid, is a well known
formula ([5]), [6]) of the type (1) with coefficients from (2).



