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NUMERICKO RESAVANJE FREDHOLMOVE INTEGRALNE'
JEDNACINE SA NENEGATIVNIM JEZGROM

1. Uvod. Posmatra se integralna jednacina
1

(D x(S)—gK (s, ) x (1) dr=y (5), s€ I=[0, 1],

u kojoj je y € C2 (1), a integralni operator K,
1

2 Kx={K (s,2) x (t) dt, s€e I,
0

je kompaktan operator iz C(I) u C(I).

Kada je jezgro K (s, t) neprekidna funkcija za s, ¢ € I i ima vise neprekidnih
izvoda po ¢, onda se kao veoma efektivan metod za numericko refavanje jednacine
(1) koristi zamena odredenog integrala kvadraturnom formulom. Pritom se koriste
tatke rp<<t1<<...<tn, 0<ty, tp <1. Time se jednatina (1) svodi na sistem n-41
linearne jednadine sa isto toliko nepoznatih x (z;) (=0, 1,...,n); [1], [3], [5],
{71, [8], [10], [11], [12].

U slutajevima kada jezgro K (s,t) ima singularitete, na primer
log |s—t |, | s—t |3, a>—1, log | coss—cost |,

primena kvadraturnih formula u numeri¢kom refavanju jednacina (1) je oteZana
ili nemoguda. U [2] je izloZena metoda, koja se zasniva na uop$tenim kvadraturnim
formulama, pomoéu koje se mogu numericki refavati i jednaline oblika (1) sa
jezgrima koja imaju singularitete.

U § 2 je prikazana ukratko metoda iz [2], koja numericko re$avanje jednacine
(1) svodi na refavanje sistema linearnih jednadina. Taj sistem, ¢ija se re$enja ko-
riste za formiranje aproksimacije redenja jednadine (1), refava se u § 3. Pod pret-
postavkama koje se svode na to da je jezgro K (s, £) nenegativno za s, ¢ € I, sistem
iz prethodnog paragrafa se re$ava iterativno uz primenu ekstrapolacije kod mo-
notonih iteracionih nizova ({6]). Time se malim brojem iteracija dobija dobra
aproksimacija traZenog reSenja jednacine (1).

Slu¢aj kada je jezgro K (s, ¢) neprekidno zajedno sa nekoliko svojih izvoda,
posmatra se u § 4, pri ¢emu se koristi uopitena trapezna kvadraturna formula
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iz [2]. Posebno se proucava re$avanje sistema linearnih jednacdina, koji odgovara
jednacini (1), kada se njegovi koeficijenti izratunavaju priblizno. U tom slucaju
se pokazuje i jedna moguénost primene teoreme 1 iz [15].

U paragrafu 5 su svedeni rezultati izneti u prethodnim paragrafima, a po-
slednji paragraf sadrZi jedan primer i numerike rezultate.

2. Numeritko refavanje jednaline (1). Pretpostavimo da je
3 K (s, 0)=H(s,t) L (s, 1),
pri ¢emu H i L ispunjavaju uslove:
UO0. Za svako se I H(s, ) je integrabilna funkcija na I i vaZi

1
H=|H\|=sup § | H(s,?) | dt<oo.
1 se€l 0
Ul. §| H(s1,2)—H (52, £) | d¢e— o uniformno za s, sz € I kada |s;—s2| 0.
0

2
U2, L(s0)i % L (s, t) su neprekidne funkcije za s,ze I.
t

Pod navedenim pretpostavkama je integralni operator definisan u (2) kom-~
paktan ([2]). Funkciju H treba birati tako, ako je mogude, da se lako integrali iz
razloga koje ¢emo navesti kasnije. U skup C (1) uvodimo normu |jx{|==sup|x (s)|.

sel

2.1. Primena uopitene trapezne formule. Pretpostavimo da je fe C%(I)
i da je g (¢) integrabilna funkcija na I. Ozna¢imo sa ||g|l. odredeni integral funkcije
g (t)| sa granicama 0 i 1. Sa h=n"!, ne N, t;=jh (=0, 1,...,n) uopdtena
trapezna formula glasi

1 n
108 () de= 3, 4 () +En D,
7=

sa
dj=“j+l+ﬁf (]=0s ]s ceey n): 60=an+1=0)

&

4 ar=n [ (¢;—1) g (¢) dt,

t]— 1

(G=0,1,...,n),

i
Bi=n f_ (t—15-1) g (2) dt,

bi—1

| Ea(f) | < %z—nf"n lglh.
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Primenjuju¢i uopstenu trapeznu formulu na integralni operator (2) sa f (r)=
=L (s, ) x(¢) i g(¢)=H (5, t) dobijamo numericki integralni operator Kj.

&) Knx=§;df (8) L (s, 17) x (29);

sa dsj(s) (j=0,1,...,n) iz (4).
Jednatina (E—K,) xn=y (E je jedini¢ni operator), koja aproksimira jedna-
¢inu (E—K) x=y, tj. jednadinu (1), glasi

(6) Xn <s>—j=20 ds (s) L (s, 1) %n (15)=y (s), s€ L.

Stavljajuéi u (6) s=¢; (=0, 1,...,n) dobijamo sistem linearnih jednadina

(7 xn (20) — ;::odjL (t1, £7) %0 () =y (&) =0, 1, . . ., n).

Poznavajuéi reenje xn (1) =0, 1, ..., n) sistema (7) moZemo prema (6)
odrediti resenje x, (s) jednacine (E—Kj) x,=y 1 oceniti [x—xy,]|, gde je x reSenje
jednacine (1). Uvedimo prvo oznake

2
L=max | L (s, t)|, Le=max | i (L (s, £) x (£)).]
tel  Or2

8, tel 8,

Teorema 1. Neka je K (s, r) oblika (3), pri ¢emu H (s, r) zadovoljava uslove
U0 i Ul, a L(s,¢t) uslov U2. Defini§imo K, (ne N) prema (5) i pretpostavimo
da je LH<1. Tada vazi:

a x—xn] < Kx—Kx|);
) =) < — K — K]
2
b) Iz xe CE(I) sledi [x—xall < — D1,
8 (1_LH)

Dokaz. Iz (5) imamo

n
IKnll <L sup| ), ds(s) | <LH,
sel 7=0

n n 1
jer je Y. dj (=2 (a5(s)+Bs(sN=J H(s,¢)dr.
J=0 =1 0

Zbog LH<!, prema lemi 1.2—1 iz [8], sledi egzistencija operatora (E—Kj5)™!
i ocena

®) (E—Kn)t| < !

< .
1=Kl 1-LH
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Iz (E—Ka) xa=y 1 (E—K)x=y sada dobijamo x—xp=(E—Ky;)-1 (K—K,) %,
a otuda

® [%—%nll SI(E—Kn) 1| IKx—Knx || < ]

1
| Kx— Kpx |.
H

Time je tvrdenje teoreme pod a) dokazano. Ako je x € C2(I), onda se na osnovu
teoreme 1 iz [2] dobija |[Kx—Kpx| <h2HL2/8, §to sa (8) i (9) daje tvrdenje teo-
reme pod b).
2
Konstanta L: moZe se odrediti iz (1) pod pretpostavkom da jeraa—zK (s 0

s
neprekidna funkcija za s,z€ I. Iz (1) tada sledi

dt

a

, (i=1,2)

(10) ——H9<M”j K (s, ) de

i zbog (8) iz
(11 lixll <1

|
T >

i uslova U2 nije tedko odrediti Ls.
2
U specijalnom slufaju kada je H(s,z)=1 i kada su funkcije % K (s, 1)
17

(v=s, t) neprekidne za s, te I, bi¢e ay=B;=h/2 (j=1,2,...,n). Time se uop-
$tena trapezna formula svodi na obi¢nu trapeznu formulu. U tom sludaju se tvr-
denje pod b) teoreme 1 moZe dobiti i primenom teoreme 1.4—1 iz [8], ako se
umesto Simpsonove kvadraturne formule Koristi trapezna.

U [2] je data i uopstena Simpsonova kvadraturna formula, koja se kao i
uop$tena trapezna formula moZe Kkoristiti za numeri¢ko re$avanje jednadine (1).
Sa odgovarajuéim dopunskim uslovima koje zahteva Simpsonova kvadraturna
formula, moZe se formulisati teorema analogna teoremi 1.

3. Redavanje sistema jednadina (7). Neka je za fiksno ne N T={l,2,
..,n+1}. Sistem linearnih jednatina (7) moZemo napisati u obliku

(12) z=Ax+y,
gde je A matrica formata (n+1)x(n+1) sa elementima
(13) aty=ds.1 (t-1) L (241, 25-1) (5, 7€ T),
i
Bi=%n (t1-1), yi=y (t:-1), e T).
Jednatina (12) se re$ava iterativno prema

(14) g =Az® 4y, k=1,2,...
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sa proizvoljnim 2. U daljem radu ¢emo koristiti slede¢u vektorsku i matri¢nu

normu
n

lzll=max | 2|, |Al=max}. |ay|.
ieT €T J=1

Lema 1. Neka su ispunjene pretpostavke teoreme 1. Rada niz z®), de-
finisan sa (14), konvergira ka refenju jednacine (12) i va%i ocena

e —z < 2® 2= .

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je ||A]|<<1. Tada tvrdenje leme sledi ne-
posredno iz [9]. Oc¢igledno je
n
4l <L max Y, |45 (ti1) |.
€T §=0
Kako je
| dy (ti1) | <log+1 (e-1) 141 By (@) | (=0, 1,...,n)

n 1

/—‘:o' dy (tii1) | < 05 |H (ti_1, £) | de <H.

to je

Otuda je ||A||<LH i, zbog pretpostavke LH<1, |4]|<1.

]ednu mogucnost brzeg dobuan)a dobre aproksimacije resenja iz jednacine
(12), a time i jednadine (1), pruza primena teoreme kola se zasniva na Sauderovoj
teoremi o nepokretnoj tacki, [6, str. 286]. Da bismo je iskoristili defini§imo

(15) 32®) =gk — k1) =23, ...
i za fiksno k&
) 82“‘) Sz(k)
(16) m=min ——— M=max —+ |
teT dzfF- er  Jgf-v

sa 2 (=0,1,...) iz (14).

Lema 2. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 1 i neka za elemente matrice
A iz (12) vazi a;;=>0 (1,7€ T). Ako je za neko 222 ispunjen uslov

0<8z(h) < §z(k-1),

32k,

tada je 2(F) 32t L 2L 2B L

1—m —

Dokaz leme sledi neposredno na osnovu teoreme iz [6, str. 286].

Uslov a3 20 (4,5 € T) se moze zameniti ongVaraJuélm uslovima za L (s, r)
i oy (s), By (s). Tako, na prlmer, akosu L (s, t)s,te I, i (s)+Bs (s) istog znaka,
uslov a0 (5,5 € T) je ispunjen. Ova; uslov se moZe zadovoljiti 1 postavljanjem
uslova na L (s, £) i H (s, t). Dovoljno je da su L i H istog znaka za s, t € I, §to znaci
da je K (s, t) =0.



106 Dragoslav Herceg

Sa 20 =y>=0 iz leme 2 dobijamo
M

z—z(k>——0.5[-—m— 4+ | szt
l—m 1-M

4. ReSavanje jednatine (12) sa priblizno izrafunatim koeficijentima.
U prethodnim paragrafima posmatrali smo faktorizaciju jezgra K (s,¢) oblika
(3), pod pretpostavkom da je funkcija H integrabilna i da se koeficijenti s (¢;),
B4 (¢;) mogu talno izratunati. Prema (13), tada se i koeficijenti ay; matrice 4 iz
(12) mogu taino izracunati. Ukoliko je faktorizacija jezgra takva da se funkcije
H(s,t) i tH(s,7) ne integrale lako, pribegava se izratunavanju pribliZnih vred-

nosti s (t:), Bs(z:) koeficijenata a;(¢r) i s (z). U tu svrhu se koriste odredene
kvadraturne formule, koje zahtevaju neprekidnost nekoliko uzastopnih izvoda
funkcije H (s, t) po .

Do ra¢unanja sa pribliznim vrednostima d;; koeficijenata ais (¢, j € T) moze
dodi i onda kada su poznati integrali funkcija H (s, ¢) i tH (s, t) po ¢, ali se njihove
vrednosti kao i vrednosti funkcije L (s, ) za razliite vrednosti promenljivih s,z € I
ne mogu izraunati tacno.

dz®r |,

<05

I

Pretpostavimo, dakle, da je

| oy (t0) —az (80) | <e,
17 : G=01...,n55=1,...,n)

| By (&) —Bs (&) |<s,

gde je £>0, tj. da je poznata granica apsolutne greske sa kojom se izracunavaju
koeficijenti a (#), By (2:). Neka su dj1 (t1) (4 je T) izralunati prema (4) sa
oj (ti-1) i By (ti-1) umesto o (¢6-1) i By (t6-1).

4.1 Uticaj nejednakosti (17) na refenje jednaéine (12). Posmatrajmo sada
jednadinu z=Bz-+y, gde je B matrica formata (n+1) x (n+1) sa elementima

bij=dj_1 (t-1) L (t1-1, t-1) (5,5 € T).

Lema 3. Neka je LH<1 i neka su uslovi (17) ispunjeni za 0<<e<<(1—LH)/
[2nL. ObeleZimo sa z i z refenja jednadina z=Az+y i 2=Bz-+y respektivno.
Tada vazi

— 2|y |lneL
lr—Fl< Ixll
(1—LH)(1—LH—2nzL)

Dokaz. Jednadina z=Bz+y moZe se posmatrati kao jednadina (E—A—
—84) (2+382)=y, pri ¢emu za elemente (84);; matrice 84 vaZi

[(SA)MI <elL, (IE T; j=1: n+1)
(18)

Otuda je
19) 84 || <2neL.

| @A)l <2eL, (e T;5=2,3,...,n).
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Zbog || A ||<LH<1 postoji (E—A)~1 i vaZi

1
20 E—A)1—.
(20) (B < ——
Iz (19), (20) i pretpostavke leme sledi
: 1
184 || <y
(E—A)7

te, na osnovu teoreme 3 iz [9, str. 37], imamo
18zl < |(E—A)7L| ||84]]
Nzl 1—]34 | I{(E-AD
Iz poslednje nejednakosti i ||z || < |[[(E—A)7t| ||» || sledi tvrdenje leme.

Ako se oy (1), Bs(t:) izratunavaju pomoéu Njutn-Kotesovih kvadrarurnih
formula, mogu se ispuniti uslovi (17) za unapred dato £>0, pod uslovima koje
¢emo navesti,

b .
Oznadimo sa S (f; a, b) vrednost integrala { f (¢) dr dobijenu Njutn-Kote-
a

sovom formulom reda N, sa podelom intervala [a, ] na m podintervala. Ova for-
mula je taéna za polinome reda < ¢, gde je g=N za N parno i g=N--1 za N ne-
parno. Za trapeznu formulu je N=1, a za Simpsonovu N=2. Neka p (z) polinom
reda <¢. Uvedimo oznake

Sem (@ 25 J)=Sem ((¢5—2) H (ts, t) + p (2), t1-1, t3),
Sem (B5 1, J)=Sam ((t—25_1) H (25, £)+p(0), ts1, 1),

ti
G.’/=.§ ? (t) de,

1—1
i uzmimo da je
&s (ts)=Sam (@, 3, ))— Gy »
(21) (G=0,1,...,n;7=1,2,...,n)
Bs (t)=S2m B, i, )—Gi.
Lema 4. Neka su za svako s e I funkcije
de+t

dretl

[(s—1) H (5 0+ (O] G=0, 1, ..., 7)

neprekidne po ¢ i neka imaju konstantan znak na I. Tada za >0 iz
(22) | Som (7 8 )—Sm (s % 1) | < g/n, (r=0, B3 j=1,2, ..., n)
sledi (17).



108 Dragoslav Herceg

]
Dokaz. Kako je «j(s)=n§ (¢;—r) H(s, r)dr, to primenjujuéi teoremu
41

3.1 iz [14] na funkcije (¢;—t) H (¢4, £)+p () G=0, 1, ..., n;7=1,2, ..., n) sledi
iz (22)
LB (os (20)+G1r)—hSem ((t5—1) H (8, )+p (D)) | < e/n,
| o (1) —(Sem (%, 1, /) — Gyl <,
$to je prvi deo uslova (17). Drug1 deo uslova (17) se dobija analogno. Dov01]n0 je
[(e—t;1). H(G0)—p (0] (G=1, 2, ..., n) neprekidne

odnosno

primetiti da su funkcije 2

po ¢ i da imaju konstantan znak na I.
U prethodnoj lemi moZe biti i p (£)=0.

4.2. Irerativno refavanje sistema (12). Pretpostavimo, kao u 4.1, da su ele-

menti matrice 4 iz (12) izradunati pribliZzno sa &;(z;) i Bs (z) umesto sa &y (z;) i
B; (z) 1 da su uslovi (17) ispunjeni za neko €>>0. Time jednatina (12) postaje x=
=(A+38A) x+y, a matirca 34 zadovoljava (18) i (19).

Uporedo sa jednadinom x=Ax-y posmatrajmo jednacinu

(23) z=(4+¢E) z+y,
gde je p=2neL. Jednatinu (23) re$avamo iterativho prema
(24) 2®=(A+pE) stV 4y, g0=y, k=1,2, ...

Za z®) (k=1, 2, ...) iz (24) defini§imo 82(®) prema (15).

U [15] je pokazana moguénost uporedivanja reSenja jednacina (12) i (23),
1j. jedna aproksimacija re§enja x jednadine (12) pomoéu 2'¥). Da bismo primenili
teoremu 1 iz [15], uvedimo neke oznake. Neka su za fiksno k2>2 brojevi m i M
odredeni prema (16) i neka je

I— (k>+ sz, 24— M s5.m)
1—m 1-M

(25) 2 =2(8) 0.5 (L-}-_M ] Szk)

1—-m 1-M

C=max ||u|l.
uely

Teorema 2. Neka su elemente matrice 4 iz (12), date u (13), vazi ay; =0
(1,7 € T) i neka je p<<1—LH. Tada, ako je za neko k=2 0<3z%*) <32* -1}, imamo:

a) Jednadina (23) ima u I, jedinstveno reSenje z.
b) Za refenje x jednaline x=Ax--y vazi
C-p

2@ —x | <
1—LH

+ llz—2® ||,
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Dokaz ove teoreme sledi neposredno iz [15], teorema 1. Veli¢ina C se moZe
lako izraunati, a isto tako i ocena za ||z—2z® || iz

1z—s® | <— I yga
1-LH—p
Ako je ¥y>0, onda iz b) dobijamo
(26) 17® x| <P 20— pm | x
1—-LH 1—-M
cos[—M " ) s .
1-M 1—m

5. Zaklju¢na razmatranja. Pri numeri¢kom re$avanju jednadine (1) tezimo
da odredimo takvu aproksimaciju x, njenog reSenja x da odstupanje || x—xnl
bude $to manje i da je xy () moguce izraCunati za svako s € I. Na osnovu jzloze-

.nog u paragrafima od 1 do 4 razlikujemo dva osnovna slucaja.

I. Koeficijenti dy (s) su odredeni taéno, kao funkcije od se I, a elementi
ayy iz (13) su odredeni tagno ili pribliZzno.

II. Koeﬁcuentl d; (s) su odredeni samo u tackama s=1; (=0, 1, ...n)
sa poznatim granicama apsolutnih gresaka.

I. Kao aproksimacija refenja x jednacine (1) uzima se

@7) Fal)= 3 & L Wty () se L,

=0
gde je u neka aproksimacija refenja z jednaéine (12). Za u=z= pisaemo x,(s)=
=xy (s). Tada je

(28) [x—2%5 | < |[x—2xn | + [ xa—2n% .

Ocena za || x—x, || je data u teoremi 1, a ocena za || x,—xy || zavisi od izbora
apsoksimacije u, $to se vidi iz relacije

% —%n || < Z iy ()L (s, 19) (z7—uy) | <LH ||z2—u .
=0
I.1. Koeficijenti a;; su izraunati tacno.-
Za u=z bie || xp—x4||=0, xn=%5 i (28) se svodi na rezultat teoreme 1. Ako je
u=2z2¥), sa z(¥) iz (14), ocena za || z— ull je datau lemi 1, a za u=2%), sa 2 prema
(25) i 2® iz (14), ocena za || z—u || je data u lemi 2.
I.2. Koeficijenti @;; su izratunati priblizno sa gre.§kom man]om od 2Le.
Za u=%z iz leme 3 ocena za ||u—z| je data u istoj lemi a za u=2z® iz teo-
reme 2 ocena za |lu#—z || je data u toj teoremi.
II. U ovom sludaju se aproksimacija .refenja x jednaline (1) posmatra po-
novo u obliku (27), ali se za svako se I, s#1¢; (=0, 1, ..., n) mora edreditl prib-
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lizna vrednost za dj (s), to ;e pnlléno komphkovano Neka je dj (s) za fiksno se I
priblizna vrednost za d;(s) i neka je

(29) %n ()= Z dj (5) L (s, t5) us+y (5).
=

Ako se dy (s) ratuna pod pretpostavkom da je uslov (17) ispunjen za neko e>0,
imaéemo |dj (s)—dj (s) < 2e. Otuda je

%) —Fn (9) | < 1% ()—%a (5) |+13a ()= (3]
<Jx—xn |+ 30d G LG e Gr—u) [+ L 31 d &—d; (5) | 1 4]
=0 =0
%()—Fn ()| < llx—%a | + | 3—u | L (H+29)+2me | 5 | L

U zavisnosti od izbora aproksimacije # ocena za || 2—u || se dobija kao u
slu¢aju 1.2, a ocena za | g || je data u dokazu leme 3.

6. Primer i numeri¢ki rezultati. Resavana je jednacina (1) sa K (s, )=
=1/(1+(—0?) i y()=(0.5—s)n((1+(s—D?/(1+s?))+(s—s?) (arctg ((1+
+s(s—1))™H—D).

Integralne jednadine sa istim jezgrom nalazimo u [3], [4], [7]. Takvo jezgro
se javlja i u Loveovoj jednadini iz elektrostatike, [4], [7].

Sa H(s, t)=K (s, t) i L (s, £)=1, prema (4) i (13), dobija se
s (ti-1)=(—i+1) arctg (n/(+(GE—) (——1)) ) +

+0.5nin (2 +(GE—7)?)/(n?+G—j— 1)) )
Bt (ti-1)=—ay (ts-1) tarctg (n/(n*+(i—7) ((——1)) ),
ieT, j=1,2,...,n
ai=01 (t1-1), atn1=P (ts-1) Ge T)
ary=ay (ti_1)+Bs-1 (0-1) (e T35 j=2,3, ..., n).

2
Dalje je, H<0.9273, L=1, || y || <13.0330, || || <11.4293, g—zK(s, )| <4
§

Na osnovu toga i (10) i (11) sledi || x || <179.2526 i L2 <728.4395.

Na osnovu teoreme 1 se dobija |[x—x,[<1161.34/n%. Vidimo da je pret-
hodna ocena dobra tek za velike vrednosti broja n (za n=100 je || x—x, 1] <0.1162).
U tom slucaju sistem (12) postaje glomazan, §to opravdava iterativni postupak u
reavanju tog sistema. Kako se u svim ocenama za || x—X, ||sa x, iz (28) i (29)
pojavljuje || x—x5 |, to éemo uporedivati samo ocene za |ju—z || sa razliditim
aproksimacijama u.
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Iz prakti¢nih razloga je uzeto n=20. Jednadina (12) koja odgovara posmatra-
noj integralnoj jednalini, re$avana je u slucaju I.1 prema (14), a u slu¢aju I.2
prema (24). Taéno refenje date integralne jednaline x (s)=s2—s—+1 je takode
izratunato u tatkama s;=¢/20 (=0, 1, ..., 20). U slutaju I.1 za k=4 je dobi-
jena tablica 1 i ocene

| z—2® |<T.11-107Y, || z—z@ || <3.84-107.

U slu¢aju 1.2 vrednosti za @ (zy), i ﬁj (z1) su ratunate pomoénu trapezne
formule prema (21) sa p (£)=6:2 1 e=10-8. Za k=4 prema (26) je izratunato

| 2®—z | <552-10~%

| } !
s z* i x* x(s) lx(D—x* 1
|
.00 .6587787D 00 .1002714D 01 .1000000D 01 2713747D-02
.05 .6005877D 00 .9552987D 00 .9525000D 00 .2798733D-02
.10 .5480682D 00 .9128782D 00 .9100000D 00 .2878212D-02
.15 .5013559D 00 .8754515D 00 .8725000D 00 .2951449D-02
.20 .4605795D 00 .8430173D 00 .8400000D 00 .3017301D-02
.25 .4258575D 00 .8155747D 00 .8125000D 00 .3074671D-02
.30 .3972956D 00 .7931227D 00 .7900000D 00 .3122722D-02
35 .3749840D 00 .7756610D 00 .7725000D 00 .3161015D-02
.40 .3589944D 00 .7631888D 00 .7600000D 00 .3188782D-02
.45 .3493791D 00 .7557055D 00 .7525000D 00 .3205465D-02
.50 .3461707D 00 .7532112D 00 .7500000D 00 .3211205D-02
55 .3493791D 00 .7557054D 00 .7525000D 00 .3205452D-02
.60 .3589944D 00 .7631888D 00 .7600000D 00 .3188821D-02
.65 .3749840D 00 .7756611D 00 .7725000D 00 .3161032D-02
.70 .3972956D 00 .7931228D 00 .7900000D 00 .3122741D-02
.75 .4258575D 00 .8155747D 00 .8125000D 00 .3074668D-02
.80 .4605795D 00 .8430173D 00 .8400000D 00 .3017340D-02
.85 .5013561D 00 .8754516D 00 .8724999D 00 .2951648D-02
.90 .5480688D 00 .9128787D 00 .9100001D 00 .2878655D-02
95 .6005881D 00 .9552991D 00 .9525000D 00 .2799073D-02
100 .6587792D 00 .1002714D 01 .1000000D 01 .2714169D-02
Tablica 1.

Sa istim € iz leme 4 se dobija ||z —z [|<9.87-10~2, pri ¢emu je z jednako
tesko odrediti kao i z.

Za aproksimaciju (29) dobijene su za S (u)=| z—wu | L (H+2)+2ne || z|| L
sledeée ocene :
S(EW)<7.17-10-3, S (2)<9.87-10-2,

Na osnovu iznetih rezultata vidi se da je u ovom primeru primena leme 2
i teoreme 2 dala znatno bolje rezultate u odnosu na primenu lema 1 i 3. Relativno
velika odstupanja | x (s;) —=2:® | (poslednja kolona u tablici 1) posledica su male
vrednosti broja n (=20) i malog broja iteracija (k=4).
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Dragoslav Herceg

DIE NUMERISCHE BEHANDLUNG VON FREDHOLMISCHEN
INTEGRALGLEICHUNG MIT NICHTNEGATIVEN KERN

Zusammenfassung

Die Arbeit befasst sich mit der numerischen Bechandlung von linearen Integralgleichung
zweiter Art (1) nach verallgemeinerte Quadraturformel aus [2]. Durch (6) wird (1) in lineares
Gleichungssystem (7) iibergefithrt. Dies es Gleichungssystem lost man in § 3 durch iterativen
Verfahren (14) mit Anwendung die Extrapolation mit Fehlerabschitzung bei monotonen Ite-
rationsfolge ([6]).

Im Fall, dass fur Koeffizienten des Systems (7) nur Niherungswerte bekannt sind, bes-
timmt man in § 4 die Niherungslésung von (7) durch den Satz 1 aus [15].

In § 5 ist mit Naherungslsungen von (7) einige Naherungslésungen von (1) und entspre-
chende Fehlerabschiatzungen gegeben, und in § 6 ein Beispiel.



