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1. Uvod

U radu se posmatra diskretni analogon

(DGZ) An xUn, x(x,9)=Ysr u RO
grani¢nog zadatka prve vrste za eliptiénu parcijalnu diferencijalnu jednalinu
(G2) —Au(xy) = f(xy) za (x,y)eG

u(xy) =4qlwy) za (xy)eE
dobijen primenom neekvidistantne diskretizacije. Pri tome je

Au :—%+% _G={(x,y) |0, y<1}, G=—G_\E gde je E
granica oblasti G, a Gy « je konatan podskup od G. Vektorski parametri 4 i & oka-

rakterisani su izborom skupa Gh . Pretpostavlja se da za f (x,¥)eC (@) i ¢ (x, ¥)e
eC (E) postoji jedinstveno redenje u (x, y) problem (GZ). Ako skup linearnih pre-

slikavanja skupa RG4 * u samog sebe oznadimo sa L [Rf"h k] ondaje An,xeL [RGAE].
Vektor Y je elemenat skupa RGh.x, _
Pri formiranju diskretnog analogona (DGZ) skup Gu,r se bira najeie na
slede¢i nacin:
O Gre={(xo 1) | =ik, i=0,1,...,n+1,
=gk, j=0,1,...,m+1}

gde su m i # prirodni brojevi, a A=(n+1)71, k=(m+1)"1. U tom slutaju su talke
skupa G, x ravnomerno rasporedene duZ koordinatih osa. Ukoliko se refenje u
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problema (GZ) u pojedinatnim veoma malim podskupovima oblasti G naglo menja,
navedena ekvidisranta mreZa najce$ce je nepodesna. Naime, da bi se u takvim slu-
{ajevima dotiio dovoljan broj informacija o refenju # i u navedenim malim podsku-

povima od G, potrebno je da m i n budu veoma veliki brojevi, $to znaci da sistem
linearnih jednadina (DGZ) postaje glomazan i neupotrebljiv. Da bi se ovo izbeglo,
a da se dobiju Zeljene aproksimacije za u poterbno je Gy, formirati tako da ima prih-
vatljiv broj talaka koje, u §to veCem broju, pripadaju onim podskupovima od G
koji nas posebno interesuju. U ovom slucaju kazemo da radimo sa neekvidistantnom
mrezom.

Neekvidistantnu diskretizaciju eliptickih parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina
nalazimo u [4], [8], [7].

U ovom radu se izlaZe jedan nacin formiranja diskretnog analogona (DGZ)
pomodéu neckvidistantne mreZe. Tako dobijeni diskretni analogon u specijalnom slu-
&aju dobija dobro poznati oblik [2], [3], [5], [6L [71.

Uslovi koji se postavljaju pri izboru mreZe (&5, dozvoljavaju $irok izbor raz-
li¢itih mreZa, lako prilagodljivih ponasanju re$enja u (ukoliko se o tome nesto znal).

Problem re$ivosti diskretnog analogona (DGZ) i konvergencije njegovog re-
$enja ka redenju u reava se dokazivanjem inverzne monotonije matrice Ap,x ana-
logno postupku iz [1], [10], [11].

2. Neke oznake i definicije
Realna matrica A= (au) je inverzno monotona ako postoji inverzna matrica
A-11 ako je A-1=0.
Za svaku matricu 4=(ai;) defini¥imo matrice A4, Aa, A~ 1 A+ na sledeéi
nacin:

Ag— { aij, ako {e z.=]' A=AstAa,
0, ako je 7

a4+ { aiy, ako je ayy>0

A=A++A-
0, ako je ay<0

Za matricu A==(ay;) reéi éemo da je L-matrica ako je A¢>01i A¢<0, a da je
M matrica ako je L-matrica i ako je inverzno monotona.
Za xeRX neka je t={1,2,...,K}
™ (x)={iet | %=0}, =t (x)={ier | x>0},
= (x)={iet | x4<<0} ‘

Neka su 1 i T2 disjunkti podskupovi skupa indeksa =, tada kaZemo da AeL [R%h¥]
povezuje T1 sa T2 ako za svako # €11 postoji konatno mnogo indeksa

f0, f1,...,4€1(r=r{@)eN)

saip=1, i,-ETziazk_l, 170 za k=1, 2,051
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U daljem radu kdristimo oznake ;=1 (x4, y1),
aaﬂsu
Msp [u]:= max ——, M, [u]:=max {Mu [1], Moo [u]}.
@ Veq 020 Y

3. Konstrukcija mreZe i diskretnog analogona

Neka su 7 (i=1,2,...,n+1), n=22, neN i &y (j=1,2,...,m+1), m>2,
meN, pozitivni realni brojevi. Parametre 4 i & definifemo sa:

m+1 m+1l
Wl= Y E= 2 ky

i=1 j=1

vektore Ah=(Ahy,....,Ahy) 1 AkR=(Aki,...,Akp) sa
A b=l —hy Gi=1,2, . . ., n)y Aby=byu1—k; (j=1,2,...,m)
a neekvidistantnu mreZu sa
@ Ghp={xt, y3) | %0=0, xy=xs_1+hh, i=1,2,....n+1;
y0=0, y;=y;_1+kik, j=1,2,...,m+1}.

Zah=1(0=1,2,...,n+1)ik=1(G=1,2,...,m+1) mrea Gy, je ekvidistantna
i oblika (1).
U daljem radu pretpostavljamo da su brojevi A; izabrani tako da vaZi:

(3) k> (i=1,2,..,n41)
) m<ho<hs, hn_1=hn>huv1,
©) hisa=h ako je h_1<(=) by, i Zelimo da bude

hi1>(<) hive, €{2,3,...,n—2}.

Isti uslovi postavljaju se i za izbor brojeva k; (j=1,2,...,m+1). Primetimo da
jedino uslov (5) predstavlja pravo ograni¢enje na izbor brojeva A; odnosno k;

S obzirom na (4) i (5) vaZi:
AR >0=>>Ahy1 >0
Al <0=>>Ahy+1 <0.

Relacija (6) su tatne i za Ak;=Fks1—kj. Za diskretizaciju problema (GZ) Koristimo
se formulama

O uyy 02uyy
—_ =-_—L W +0 hz y —
o L D) o

Luwy=h=2 (1 —8)d; ts_sg, j+Bas+(1—3) e1) ui-1, j+baugs+
+(@¢t4-(1—8) ar) us+1, s+-3dgus+e, 1)

(6)

= Lyu;+0 (k2), gde je
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M Lywiy=k2 ((1—¢) dj w, s-2+(a; +(1 —e)cp)ms, 1-1+bg wis+
+(ec;+(1—¢) ay) i, 3+1+edjus, g+2)
koje su izvedene u [9] i [15] na osnovu [16]. Pri tom je za svako i=1,2,..., n

8={1 ako i¢ 1 (Ah),
0 ako fer (Ah),

o 2 (a2 +o3) b= —2 (a1 4-a2+a3)
o1 (a1 —axg) (1 —ag)” o1 03
©)
= 2 (x1+ag) d= 2 (1 +aiz)
g (az—o) (xp—aa) o3 (3 —or) (s —o2)
a1=—38h+(1 —8)hi+,
9 ag=(8— 1)hi+8h11,

ag=oz+8h2+(—1)h.

Parametar ¢ se definide kao i 3, ali u zavisnosti od Ak. Koeficijenti aj, by, ¢;, d;
odreduju se prema (8) sa w1, a2, a3 iz (9), pri ¢emu se § zamenjuje sa ¢, a A sa k;.
Za koeficijente ay, by, c1, di vazi, prema [9].

a1<0, b;>0, ¢;<<0, d; =0 (di=0<>Ah=0),
(10)
ai+by+ci+di=0.

Iste osobine imaju i koeficijenti ay, &), ¢; dj, sa dj=0<>Ak;=0.
Ako je

Ry ()= — Augg— Lntiss— Lty
tada je prema [14]

11 | Reg () <% | My [u] | [ Aesathire) +(B—1) (hst+hu-1))?h2+

+(e (Rira+kit+2)+(e—1) (ki+ki-1))%2]

Diskretni analogon (DGZ) formira se tako to se u svakoj tatki skupa G,k \ E
zamenjuje —Aug; sa Luuss+Litiy, a Yae se dobija iz f(xsy;) i q (e y7).
Preciznije, sve vrednosti wo,;=¢ (0,¥;)s 8a+1,1=q (L, y;) (G=0,1,..., m+1),
Uiso=4q (X1, 0), tim1=q (%1, 1) (G=0,1,..., n+1) zajedno sa koeficijentima uz
njih koriste se za formiranje vektora Yy, Tacke skupa Gu,x \ E moZemo nume-
risati tako da umesto u;; piSemo u, gde je ‘

e=i+G—Dn, ;j=1,2,...,m; i=1,2,..., n
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U tom slutaju matrica Ap,x iz (DGZ) je formata m X n i njena a-ta vrsta (Ap.x)
ima sledeéi izgled (dijagonalni elemenat je podvulen a svi elementi jednaki nuli
su izostavljeni) '
(Anp)a=1—e) k2dy,. .., (1—€)c;tak2,. .., (1-3)djh2,
n n—2

(1 —8)ci+8a)h2, h2hi+b k=2, (Sci+(1—8)a)h2,
dih, .., (o) +(1—)a)k~2, . .., edjhD)

[

n—-2 n

Prema konstrukciji mre¥e Gp,x i nadinu formiranja matrice Ap,x imamo

0 ako je j=m,

g= a1=apn=0,
1 ako je =1,
0 ako je i=mn,

8= ar=an=0.
1 ako je 1=l1,

4. ReSivost diskretnog analogona

Sada éemo dokazati da diskretni analogon ima jedinstveno redenje i da to
reSenje tezi ka reSenju problema (GZ) kada m->00 i 500 a hy<hy, kj<<ko, (=
=1,2,..., n+1;7=1,2,..., m+1), pri emu su k, i k, proizvoljni fiksni brojevi.

TEOREMA 1. Matrica Ap,x, definisana u prethodnom paragrafu je inverzno
monotona ako su ispunjeni uslovi:

(i) 3 (Sh?"'(l —s)hdz+l) >4h2k"2, 1¢ z° (Ah),
(1 =8¢ +3hi11) | k11— hE|
(i) SEHHA—M) e g (AR),

(A—e)kf+ekin) | Bj1—kF |
pri Semu su 3 i ¢ za svako i, odnosno j odredeni kao u prethodnom paragrafu.

Dokaz. Neka je A=Ap,x. Inverznu monotoniju matrice A dokaza¢emo
koristeéi se teoremom 3 iz [11]. U tu svrhu, kao prvo, potrebno je da dokaZemo da
za Az postoji takvo razlaganje Az =A%+ A4, 42 <01 A* <0 da je Ad+ A? M-matrica
i da vazi ‘

(12) Ab <A Az 4
Zatim treba naéi takvo e € R*™ da je e=0, Ae>0 i da A% ili A* povezuje skup
1°(Ae) sa 71+ (Ae). Neka je AZ=A‘=—;— Az. Prema M-kriterijumn iz [1] sa
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e=1,1,...,1) e R»m matrica Ag+.A4? je M-matrica. Zbog (10) matrica 4 ima
pozitivne elemente van glavne dijagonale samo u vrstama a=:+(j—1)n za koje
vaZi ¢ t° (Ah) ili jé °(AR), (1=1,2,...,n, j=1,2,..., m. Uslov (12) bie
ispunjen ako vai

(13) LA pa>hE2b  za et (AK),
4dy

(14) LA >HE,  za ie - (Ah),
4dy

13 IO b SE, za je T (AR)
4d;
I_l' 7

(16) Y b >Rkt za je v (Ak),
4d;

Dokazaéemo samo da je (13) ispunjeno pod pretpostavkama pod kojima je formi-
rana matrica Ap,k, jer se preostale tri relacije (14), (15), (16) dokazuju potpuno
analogno, [15].
U sludaju da je 7 € v+ (Ah) vazi ki >h 8=11 bye =hin, (6). Ako uvedemo
oznake
x=h;, y=hin z=hi2, s=hi+3,

mamo x<<y<g<s, a (13) se svodina

k203 <b (%, v, 25 ), j7=1,2,..., m
pri ¢emu je

3.2 _ _
¢ (X y, 2, 5)= 1 [(y—i—z) x* zts—y  2(2z+s—y) )
yz yz—x2 23 z+s

Lako se dokazuje da je b, <2,j=1, 2, ..., m[15]. Ako dokaZemo daje ¢ (x,y, 3,5)=>

3x2 . . .
=¢ (x, y)=————x—— s obzirom na pretpostavku (7) teoreme, imaéemo

22 (A=)
3x2

PR? 2<———— < s Y1 %5 S
2 (D) b (%35 2 9)

$to je trebalo dokazati. Imamo

(ey+2°=3x" | (2—9) (z+2)
y s
(e=p)=3) = 30— ;. ==y , ==y _
s(s+2) = yr—x? y s 2+s

_af=_ YR 2=y oo fLl__4
|

2yz [$ (%, 3 2 )—Y (%, ¥)] = zz 2[ )—3+
yi—x
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Dalje je
2y%z (2+5)s (P (x, ¥, 2, ) =T (x, ) =(z—3) ((3s+¥) (z-+5)—4sy).
=(2—y) ((3s+y) (y+9)—4sy)
=(z—y) (5*+35)=0.
Sa e=(1,1,..., 1) e Rmn je

—ag—ay za k=1,n,
—ar—am za k=(m—Dn+1, m-n,
(de)k=1 —ax za k=n+1, 2n,2n+1,3n,...,(m=2n+1, (m—1n,
—ay za k=2,3,...,n—=1, (m—Dn+2, .., m—Drnt+n—1
0 inate.

t (de)={(—Dn+ilj=1,m,i=1,2,..., n}U{F—Dn+i|i=1,n,
7=2,3,..., m=2}
t° (de)={1,2,..., mn}\7*+ (4e).

Matrica A2 povezuje t° (de) sa v+ (Ae), te je time teorema u potpunosti dokazana.
Kao posledica ove teoreme sledi egzistencija i jedinstvenost reSenja Up,x
diskretnog analogona (DGZ).
Koristeti se teoremom 4.4 i lemom 7.3 iz [10] lgko se dokazuje sledeéa teorema.
TEOREMA 2. Ako su ipunjeni uslovi (i) i (ii) teoreme 1 onda je ||Anx ||
uniformno ogranicena za dovoljno malo h i k.

Neka je unk restrikcija refenja # problema (GZ) na G\ E. Koristedi
se relacijom (11) i rezultatom prethodne teoreme moZe se dokazati sledeca teorema,
[10), [13].

TEOREMA 3. Neka je matrica An,x formirana pod pretpostavkom da su
uslovi (i) 7 (ii) iz teoreme 1 ispunjeni i da je hy<h, (i=1,2,..., n) ki<ko, (j=
=1,2,..., m), gde su hy 1 ko, konstante vece od 1. Ako je ueC4(G) vasi:

| Unye=Tinsk =0 (72+R).
Prema tome, ako n—o0o i m—>oo, pod pretpostavkama predhode teoreme

imamo _
I Unske—tnsk {I—-0.

5. Numeri¢ki primer

Resavan je konturni problem
— Au (x, y)=—32e1ED za (x,y)eG,

u (x, y)=e2@Y za (x,y)€E,
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primenom neekvidistantne diskretizacije opisane u paragrafu 3 sa n=m=15,
b=k (1=1,2,..., 15 i

10 za 7=1,..., 6,
h=¢ 6 za =7,..., 11, k1=h~1=100.
2 za i=12,..., 16,

Isti problem je reSavan i u slucaju ekvidistantne diskretizacije sa m=n=185, A-1=16.

Za reSenje u(x,y) posmatranog problema vaZi u (x, y)=u(y, x). Oblast u
kojoj se posmatraju numeritka refenja je Q={(x,y) | 0.826<x, y<1}. Pri ekvi-
distantnoj diskretizaciji od ukupnog broja talaka skupa Gpx\E, (225), svega
4 talke, odnosno 1,7% pripadaju skupu Q. Navedena neekvidistantna diskreti-
zacija daje skup Gp,x\E ¢ijih 36 talaka, odnosno 169, pripadaju skupu Q. U
sledecoj tabeli navedene su vrednosti tatnog relenja, u (x, y), pribliznog refenja
Un, & i odgovarajuca relativna greSka u nekim tackama skupa Q. Uokvireni podaci
odnose se na ekvidistantnu diskretizaciju.

1236.98837 1572.09399 | 1702.96952 1844.74234
0.9400 | 1236.4504 1571.8366 | 1702.7502 1844.5673
0.043% 0.017% 0.013% 0.009%,
1409.26748 1808.91862
0.9375 1408.1048 1808.0424
0.083% 0.048%
1142.05267 1451.32792 | 1572.11884
0.9200 | 1131.3876 1450.9880 | 1571.8366
0.058% 0.023% 0.018%
1339.84697
0.9000 1339.4308
0.031%
1098.28927
0.8750 1096.6332
0.15%
0.8400
y
- 0.8400 0.8750 0.9000 0.9200 0.9375 0.9400
x

Uporedujuéi relativne grelke vidimo da neekvidistantna diskretizacija daje bolje
aproksimacije tatnog refenja od ekvidistantne diskretizacije sa istim brojem tacaka
mreze Gp,k.
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ON IRREGULAR DISCRETIZATION OF POISSON’S EQUATION

Zorica Ugzelac, Dragoslay Herceg

SUMMARY

In this paper an irregular discretization of the boundary value problem (GZ) is given,
An irregular mash G is given by (2), (3), (4) and (5).

Using formulas (7), (8) and (9) a discrete analogone (DGZ) for (GZ) is formed. The inverse
monotonicity of matrix Aa,# is proved under assumptions (i) and (ii), Theorem 1. From the pre-
ceding, it followed that there exists a unique solution of (DGZ) and that this solution converges

to the solution of (GZ) when the number of points of mash én,k tends to infinity (i. €. m—>cc and
n—»coc). In § 5, a numerical example is given.



