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1. Uved

Neka je Vi n-dimenzionalni Rimanov prostor sa metri¢kim tenzorom
gu=gu(xt, ..., xM=gu(x) G,k ..=1,2,...,n).
Konformna rransformacija prostora Vy, na prostor V, data je sa
¢y en=p2gn

gde je p=p (x¥) skalarna funkcija razli¢it od nule. Invarijanta konformnih transfor-
macija je Weyl-ov tengor konformne krivine
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gde su R;ﬂ komponente Riman-Kristofelovog tenzora krivine, 8% Kronekerov sim-
bol,

R;;¢=R§;u, R2=erg‘d, R=Ryugn.

Konformne transformacije koje preslikavaju geodezijske kruZnice iz Va
na geodezijske kruZnice iz V5 zovu se koncirkularne transformacije. U radu [4] je
pokazano da za takve transformacije funkcija p mora da zadovoljava sledeéi sistem
parcijalnih  diferencijalnih jednadina

@ P =08
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. . 1
gde je ¢=¢ (x1) neka skalarna funkcija pu=\/1pi—pspi+——gnpeet, pi=
2
_08(np)
T O
kazao ([2]) da je tenzor

»o*=pig*, Vs operator kovarijantnog diferenciranja. K. Yano je po-

R
Zij=Rin————— (Skgn—S)gis)
nn—1)

invarijanta koncirkularnih transformacija i nazvao ga tenzorom koncirkularne kri-
vine. Za Kkoncirkularne transformacije vaZe sledefe teoreme:

TEOREMA 1.1. Prostor konstantne krivine se koncirkularnom transforma-
cijom preslikava na prostor konstante krivine.

TEOREMA 1.2. Tenzor konformne krivine nekog prostora je jednak tenzoru
koncirkularne krivine toga prostora ako i samo ako je taj prostor AjnStajnov.

2. Tenzor produkt-konformne krivine

Neka je M, n-dimenzionalni Rimanov lokalno produktni prostor sa metrikom
ds?==gep (x%) dx.dx+gzy (x%) dxPdxy
Poznato je da se produkt prostor My u okolini svake svoje talke raslojava na proizvod

My X My (p+g=n), gde su Mp i My Rimanovi prostori dimenzija p i g, a ¢iji su
metricki tenzori redom gps i gyz.

Neka na prostor Mp deluje konformna transformacija
3 ' gu=MNgo (A=A (x*)70),
a na prostor My konformna transformacija
@ Bt (s=p (9)70)
Tada je ceo prostor My, podvrgnut .ransformaciji
(5) gn=pgn+oFu
'gde ‘su ‘p*——%"(?\z—i—prz), 'c=% (A2—p?), Fy=Figu, Fy strukturni tenzor produkt-
nog prostora My.

1 Kada je re¢ o produkt prostorima indeksi uzimaju sledeée vrednosti: a,b,¢,d=1,2,...,9;
Lx, Yy, 2=p+1,..00p+q=n 3 i klm=012....0,0+1,...,nm
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DEFINICIJA 2.1. Transformacija (5) se zove produkt konformna transfor-
macija. Direktnim izratunavanjem dobijamo iz (5) sledeée relacije

- P ]
- Hy Fit
& o —o2 £ o —2g
F=F,
J— —_ _G - p
Fy=ogu+e F, Fit= g FH
- 92_0.2 92_0.2

6 h h h n h h »
(6) A=y . 1D +Oips—guph+ Frqi+Figy—Fq

ji 7t
gde su py= o1 I > gi= PRl pr= ap, cn=a—6, [h} Riman-Kristo-

2 (p2—0?) 2 (p2—0?) ox oxt \ji ‘

felovi simboli za metricki tenzor gjy.
Koristedi (6), Riman-Kristofelov tenzor krivine prostora Mj, se dobija u obliku

) Rin=Ris—Skpy~+51prs—prgn+prgie

q —F;c'% +F;' ql’i—quIH“I;l Fri
gde su

1 1
1=\ 11— DiDs—qsqs +? lgﬂPtPt‘l‘? Fpipegt

' 1 1
41t= 19 —Dsqs —qsD1 +7 Fqeqt +? gnpeg*

pr=pug™, qr=qrwg™
Eliminacijom prvih i drugih parcijalnih izvoda p u ¢ dobijamo iz (7)
Risi—aa [Sksi+2 (@R+b1R*) 7hs+2 (b1R+a1R*) 7in]
— by [skp+2 biR+a1R®) Fip+2 (@R+51R*)7 k] =
—REj—aa [s25+2 (@R-+5:1R*) rhp+2 (51 R+a1R*) o]
—bg [s%+2 (L R+@R*) y-+2 (aiR+51R*) 1ok]

— — 2
= (n—4) R ’
(n—4)2—o? (n—4)y—g?

a1=__:£’jﬁ, , b1=-————-¥L-———-
2 [(n—2)—9? 2 [(n—2)—9?]

gde su

e=Fi



140 Vojislav Petrovié

?ﬁﬂ = —321_314 +87 Rt —ﬁzg_’jrl-l—é%m —FZEJ*I +F;' E:;—E;hﬁﬂ-i-l—i; "Frs
?I:?i=?;cﬂ 'F?, 72;1=I_Q:jt, §;¢=I_Q1;F:, I_Q=I—Qj¢§", 7?‘:1_@414:1‘

Trn= —S;c?ﬁ +8g1i— FiF 1t +F1 Fuis 72;'; =FpuF:

s ;c.ji = —SZRﬂ +3;'Rk¢ —Rggﬂ +R;'gk¢ —FiRji +F;' R;I—R;hFﬂ +R"Fry
skf=SkuFt, Ru=Rin, Rju=RyFi, R=Rygl, R¥=RyuF%

A A h ) A * ¢ Lk
reji=—0kg s +85gri—FxFy1+ Fj Fri, rkyu=rksFs.

Odavde sledi teorema:
TEOREMA 2.1. Tenzor
D214=R214—az [S;c'ﬂ +2 (@1R+b1R) TZjH-Z (s1R+a1R) rl:?t]
—bs [skni+2 (1R+@R) riyu+2 (@R+51R) 7eps]

je invarijanta produkt — konformnih transformacija.

Tachibana, koji je prvi dobio tenzor Diji , ([6)], kao invarijantu infinite-
zimalnih produkt-konformnih transformacija, nazvao ga je temzorom produki-kon-
formne krivine.

Tenzor DZH ima niz osobina analognih osobinama Weyl-ovog tenzora kon-
formne krivine $to u izvesnoj meri opravdava naziv.

TEOREMA 2.2, Sve komponente tenzora Dzﬂ su identiki jednake nuli
izuzev projekcija D i D:yx na potprostore Mp i My, redom i pritom je D'Zm =
=C, D:yz=cztyx gde su Con iC:yx odgovarajudi tenzori konformne krivine za
prostore My ¢ M.

TEOREMA 23, Ako u lokalno produtknom Rimanovom prostorn My
postoji takva skalarna funkcija p da koneksija

— ,
{ h]=[ ..]+3?Pt+3?P1—gup"—i-F?qH-F?QJ—FM"
Jt Ji

gde su p¢=§—‘p s ;=ﬂ s q4=me:" ima nula krivinu, onda je D214=0.

Oxt

TEOREMA 24. U prostoru skoro konstantne krivine tenzor DZH jednak je
nuli. : '
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3. Tenzor produkt-koncirkularne krivine

Ako na podprostore Mp i Mg lokalno produktnog Rimanovog prostora Mn
deluju, nezavisno jedna od druge, koncirkularne transformacije

Eba="A’gra
1
(8 )\ba,=§ [7\'VDM_Z)\bM"“?gM)\c)\c):‘plgba 2
A=A ()0, Yr=iu (x9) iy
= > 1=Y1 > =
Ox®
i —
gyz=U* gyz
1 1
® Yyz= E (P-' Vy pz—2y E’-z"‘? 8yz P-t]=¢2 8yz
p=p ()70, Ja=la (), o=
Ox®
onda na M, imamo transformaciju
gn=pgntoFyu
1 1
(10) P=7 (A2+p), o= (A2—p?)

pri ¢emu funkcije A i p zadovoljavaju (8) i (9).

DEFINICIJA 3.1. Transformacija (10) se zove produkt-koncirkularna
transformacija. Lako se pokazuje da za produkt-koncirkularnu transformaciju vaZe
sledede relacije

Pa=AAs Pa=l Uz
Ga=A s Gz=—U Uz
Pa=2‘i ‘ Pz=&:f

A 2

Aa
da=—_— gz = .

A 2

odakle je

o 1 1 1
Pra=Vb Pa—20p Patgoa PcPc=5>‘—2()\' Veha—2% 7~a+7gba Ac 7\")=-2—4'25’zv
1 1 1
Pyz=Vy pz—2pDy Pztgys 1 pt=— 2 (P« Vy pz—2py (Lz-i-? 8yz Wi p-‘) =?' dagyz
o7 .
Paz=Pyb=0
2 Lako se pokazuje da su uslovi (8) u (9) ekvivalentni sa (2)
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odnosno

1
Pﬂ=? (0151402 Fp)

gde je 61=%(¢1+¢2) i Oz=% ($1—4¢s2). Analogno se dobija

1
m=— (B2£5:+01 Fpe)
Ako sad (11) i (12) zamenimo u (7) i izvr§imo eliminaciju kao u prethodnom
dobijamo
Riji+ (2 R+B R)7hsi+ (@ R+ RY) 7o =
=R +(@ R+B R*) T+ (B R+a R*) 7ig
gde je
= n(n—2)+¢? _ —2¢ (n—1)
[ (—D+e—dg*(i—1 [n(n—2D)+o2—de? (n— 12
pa imamo teoremu
TEOREMA 3.1. Tenzor
Exj =Ry +(a R+B R*) riys +(B R+ R*) rijs
je tnwarijanta produki-koncirkularne transformacije.
DEFINICIJA 3.2. Tenzor E;’c'n se zove tenzor produki-koncirkularne kri-

vine.
Kao i T. 2,2 neposredno se dokazuje slede¢a teorema:

TEOREMA 3.2, Sve komponente tenzora E’;'m su identitki jednake nuli

. d .ot .. . d d ¢ ¢ a
izuzev komponenata Egpg © Ezyz © pri tome je Ecpa=Zcbas Ezyz=2Zzyz gde su Zeba
i Z:yx tenzori koncirkularnih krivina prostora My i My, redom.

Sledeée teoreme su uopitenja teorema T.1.1 i T.1.2.

TEOREMA 3.3. Prostor skoro konstantne krivine se produkt koncirkularnom
transformacijom preslikava na prostor skoro konstantne krivine.

TEOREMA 3.4. Tenzor produkt-konformne krivine je jednak temzoru pro-
dukt-koncirkularne krivine nekog lokalno produkinog Rimanovog prostora ako i samo
ako je taj prostor skoro AjStajnov.

Tenzor E};; je prvi put dobijen u radu [7] kao invarijanta infinitezimalnih
produkt-koncirkularnih transformacija.

Na osnovu navedenog, tenzor E;’:ﬂ predstavlja uopdtenje tenzora Zfﬂ u

lokalno produktnim prostorima. Interesantno je da je do istog tenzora, no na sasvim
drugi nadin, dos$la M. Prvanovi¢ u radu [5].
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PRODUCT-CONFORMAL AND PRODUCT-CONCIRCULAR COURVATURE TENSORS
Vojislav Petrovié

SUMMARY

In this paper we investigate the product conformal and product-concircular transformations
of locally product Riemannien spaces. Invariants of these transformations are found. Tensors
obtained in this paper are generalizations of conformal and concircular courvature tensors.



