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U ovom radu posmatramo dvoelementnu Bulovu algebru (nad {0, 1}) i
izotone Bulove funkcije nad tom algebrom. Elemente skupa B} tj uredene n- torke
nula i jedinica nazivaéemo n-dimenzionalnim binarnim wvektorima ili prosto wvek-
torima.

Za binarni vektor (a1, a2, ..., an) i elementarnu konjunkciju xq, xi, .. . x1,,
kazemo da su medusobno odgovarajuéi ako je a;, =ay,=...=ay,=1 i a;=0 za
svako ; koje ne pripada skupu {i1,72, ..., im}. :

U skupu Bj posmatramo relaciju < definisanu na slede¢i nacin:

¢)) (a1, ...,an)S (b1, ..., bs) ako i samo ako je a;<h; za svako
i=1,2,...,n

Ta relacija je relacija delimitnog uredenja u skupu s-dimenzionalnih binarnih
vektora.

Za Bulovu funkciju f:B%-—+>Bs kaZemo da je 1zotona ako (a1, ...,an)S
Sty ...5bs) poviadi fai,...,an)<f (B1, - .., ba).

Za dve elementarne konjunkcije P i Q piSemo P>Q ako i samo ako je
P=PV Q. Tada je i Q=PQ.

LEMA. Ako su P i Q elementarne konjunkcije odgovarajuce redom vektorima

@y...an) 7 (b1, ... bn), onda (ar, ..., an) S (b1, ..., bn) poviali P=0.

Dokaz. Neka je a;, =...=ai,,=1 i aj=0 za svako j koje ne pripada skupu
{t1, ..., m}. Tada je P=x,...x, Na osnovu (1) je by =...=by,=by,, =
=...bty,=1, za neko r=0, dakle, Q=x;,.. .%1, Xipy,: - - ¥y, =PR, gdeje R=
=Xipyry + Xty (Z2 r=0 je R=1), te zbog PR=P, sledi da je Q<P.

Matricu ¢&iji su svi elementi iz skupa Bz nazivamo binarnom ili Bulovom
matricom. Za binarnu matricu kazemo da je M-matrica ako i samo ako medu
vektor-vrstama te matrice nema medusobno uporedivih vektora u smislu relacije

(.
Sa Ly obeleZzavamo broj elementarnih konjunkcija u minimalnoj disjunk-
tivnoj kanonskoj formi (MDKEF) izotone Bulove funckije f tj. dusinu MDKEF te
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funkcije. Za binarnu matricu F formata L;-n i izotonu Bulovu funkciju f: B2—Bj,
kaZzemo da su medusobno odgovarajucée ako i samo ako su vrste matrice F n-dimenzi-
onalni binarni vektori koji odgovaraju redom elementarnim konjunkcijama MDKF
funkcije f.

TEOREMA. Odgovarajuéa marrica svake izotone Bulove funckije je neka
M-marrica i, obrnuro, svaka M-matrica je odgovarajuca matrica neke izotone Bulove
funkcije.

Dokaz. Neka je f: B} —~Bs izotona Bulova funkcija. Ukoliko bi za neke dve
vrste (a1, ...,an) 1 (b1,...,bs) nioj odgovarajue matrice bilo (a1,...,an)S
=(b1,...5,bs) to bi znatilo da njima odgovarajue elementarne konjunkcije P
i O, na osnovu Leme, zadovoljavaju uslov P >Q. S druge strane, P i Q su ukljudeni
u MDKEF funkcije f a to je kontradikcija. Naime, nijedna disjunktivna kanonska
forma koja sadrZi istovremeno konjunkcije P i Q takve da je P>=Q, ne moze biti
minimalna jer se moZe dalje minimizirati kori$¢enjem jednakosti PV Q=P koja
je ekvivalentna sa P >=(Q. Dakle, odgovarajuéa matrica funkcije f ne sadrzi ni jedan
par uporedivih vrsta, §to znaéi da je to AM-matrica.

Obrnuto, neka je F binarna matrica formata r-n. Formiramo odgovarajuce
elementarne konjunkcije svakog vektora-vrste. Disjunkcija svih tih elementarnih
konjunkcija je MDKF neke Bulove funkcije jer zbog neuporedivosti odgovarajudih
vektora, neuporedive su medusobno i sve elementarne konjunkcije te disjunktivne
kanonske forme, §to znaCi da se ona dalje ne moZe skradivati primenom zakona
apsorpcije. Kako ta MDKF ne sadr?i negirane promenljive, ona je MDKF neke
izotone Bulove funkcije. Ovim je dokaz teoreme zavrien.

Za binarni n-dimenzionalni vektor kazemo da ima nive k ili da je k-tog nivoa
ako i samo ako medu njegovim komponentama ima ta¢no % jedinica. Pod profilom
izotone Bulove funkcije f:BZ—Bs podrazumevamo niz od Lf nenegativnih celih
brojeva uredenih po veli¢ini, u oznaci Jz1,292,..., 21 [ gde su 21, 22,..., 2L
redom nivoi vektora odgovarajué¢ih elementarnim konjunkcijama MDKF funkcije
f. Brojevi 21, 29,...,217 su komponente profila.

Primeri: Profil izotone Bulove funkcije f(x1, x2, X3, X4)=2x2x3"V xax4V x1 je
11, 2, 2[. Isti profil imaju i izotone Bulove funkcije g (x1, X2, x3, X4)=x1X3V x3x4V x3.
h (x1, X2, X3, X4, X5) =%2V x1x4V x5%4 itd. Projekcije i samo one imaju profil ] 1 [.
Prirodno je uzeti da konstanta 0 ima profil duZine nula a profil konstante 1 je ] 0 [.

Ako dve binarne matrice smatramo ekvivalentnim ukoliko se jedna iz druge
mogu dobiti nekom permutacijom vrsta, onda na osnovu Teoreme sledi da se
izmedu skupa svih izotonih Bulovih funkcija f: B— B2 i skupa svih neekvivalentnih
M-matrica moZe uspostaviti bijektivno preslikavanje, tj. ta dva skupa su iste kardi-
nalnosti.

Ako su sve komponente profila izotone Bulove funkcije jednake istom broju
k, kaZemo da je f homogena izotona Bulova funkcija k-tog nivoa.

Na osnovu Teoreme, dobijamo sledee posledice koje se odnose na broj
funkcija pripadajuéih nekim podklasama izotonih Bulovih funkcija.

POSLEDICA 1. Broj homogenih izotonih Bulovih fumkcija f:Bf—Bz k-

D
~tog nivoa jednak je 2% —1.
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Dokaz. Medu '}: razliCitih n-dimenzionalnih vektora k-tog nivoa nema

uporedivih, tj. bilo kojih m razli¢itih n-dimenzionalnih vektora k-tog nivoa,

k
POSLEDICA 2. Ukupan broj homogenih izotonih Bulovih funkcija od n
n n
promenljivih jednak je 3 2(") —(n+1).
k=u
Dobijeni broj je veéi od minorante za broj svih izotonih Bulovih funkcija

1<m <("), uzeti kao vrste binarne matrice, obrazuju M-matricu.

n
od n promenljivih —2([%]], koju je dao Hansel u [3].
POSLEDICA 3. Broj izotonih Bulovih funkcija od n promenljivih profila

1L,rl, re{l,2,...,n}, jednak je r (:)=n (’;: i)

Dokaz. Vektor prvog nivoa koji odgovara prvoj komponenti profila moze
se izabrati na » razliCitih naéina. Vektor r-tog nivoa neuporediv sa veé izabranim
n—1
r—1

POSLEDICA 4. Broj izotomth Bulovih funkcija od n promenljivih za koje
je Ly=2 i z21=1, jednak je n-27-1,

Dokaz. Dobija se sumiranjem vrednosti iz Posledice 3, za r=1,2,...,n.

vektorom prvog nivoa moZe se izabrati na( ) nadina, odakle sledi tvrdenje.
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A WAY OF REPRESENTING ISOTONE BOOLEAN FUNCTIONS OVER Bg

Ratko Tosi¢

SUMMARY

The paper describes a way of representing of isotone Boolean functions over Bz. A class
of binary matrices is used in order to characterize the entire class of isotone Boolean functions.
It is proved that the matrix corresponding to an isotone Boolean function is an M-matrix and,
conversely, that each A-matrix corresponds to an isotone Boolean function. The AM-matrix is
defined as a binary matrix of such a kind that any two of its rows are noncomparable vectors,
The results are applied for counting the functons belonging to some subclasses of the class of
isotone Boolean functions.



