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EQUATION STOCHASTIQUE DE DYNAMIQUE DE
POPULATIONS DU TYPE PROIE-PREDATEUR
AVEC DIFFUSION DANS UN TERRITOIRE

Hisao Fujita Yashima'

Résumé. On considere ’équation stochastique modélisant 1’évolution des pop-
ulations de deux especes liées par la relation proie-prédateur avec leur diffusion
dans le territoire. La perturbation stochastique envisagée ici modélise des vari-
ations aléatoires des conditions environnementales et est donnée moyennant un
mouvement brownien dans un espace de Hilbert. On démontre ’existence et
I'unicité de la solution ainsi que sa positivité.

STOCHASTIC EQUATION OF POPULATION
DYNAMICS OF PREY-PREDATOR TYPE WITH
DIFFUSION IN A TERRITORY

Abstract. We consider the stochastic equation modelling the evolution of the
populations of two species in the prey-predator relation with their diffusion in
the territory. The stochastic perturbation considered here models variations
of environmental conditions and is given by means of a Brownian motion in a
Hilbert space. We prove the existence and uniqueness of the solution as well as
its positivity.
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1. Introduction et résultat

Dans le présent mémoire nous nous proposons d’étudier le modele stochas-
tique de dynamique de populations du type proie-prédateur avec une diffusion
dans un territoire.

Le modele de dynamique de populations du type proie-prédateur, connu
comme équation de Lotka-Volterra, a été étudié en détail a partir du célebre livre
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[14] de Volterra. Quant aux modeles stochastiques de dynamiques de popula-
tions (qui sont proposés par exemple dans [4], [10]), s’il s’agit d’une seule espece
ou de deux (ou plus) especes en concurrence, ils sont relativement bien étudiés
(voir [6], [8], [13], [15] etc...). D’autre part dans le cas du type proie-prédateur
le modele stochastique présente des aspects mathématiques plus compliqués a
cause du comportement complexe des termes déterministes. Récemment dans
[3] on a établi 'existence, I'unicité et la positivité de la solution de I’équation
stochastique pour le modele proie-prédateur.

L’équation de Lotka-Volterra (du type proie-prédateur) avec une diffusion
dans un territoire sans perturbation stochastique a été résolue dans [9] (voir
aussi [7]). L’étude des modeles stochastiques du type proie-prédateur avec une
diffusion a également attiré I’attention de plusieurs mathématiciens (par esemple
[2], [12]), qui les ont envisagés toutefois avec des méthodes et du point de vue
assez différents de ceux du présent travail.

Dans le présent travail on va considérer I’équation stochastique de dynamique
de populations du type proie-prédateur avec une diffusion dans un territoire
D c R? ou R? et avec une perturbation stochastique représentant les variations
aléatoires de conditions environnementales. Soit D un ouvert borné de R? ou de
R3. Nous désignons par Ny = Ni (t, z) la densité de population de ’espéce proie
a linstant ¢ et au point # € D; de maniére analogue Ny = N(t, ) désignera
la densité de population de I'espece prédatrice a 'instant ¢ et au point x € D.
Souvent il est commode d’écrire le couple (N1, N3) comme un vecteur

N:(%).
L’équation que nous allons étudier est
(1.1) dN = (G(N) + kA, N)dt + oNdW;
I'équation (1.1) doit étre complétée par la condition aux limites
(1.2) V.N; =0 surdD, i=1,2,

ou 77 désigne la normale extérieure a la frontiere 9D de D, et par la condition
initiale

(1.3) Ni|,_o = Noi, i=1,2.
Dans (1.1) W est un mouvement brownien défini sur une base stochastique
(Q,F,(F),P)

a valeurs dans I'espace de Hilbert L?(D), dont 1'on précisera les conditions dans
(1.7)-(1.8), tandis que G(N), o, kA, et V, sont définis par

o aNl_ﬂNlNQ—‘U,le . 01 0
(14) G(N) o <"}’N2 + 5N1N2 — VN22 ’ 2= 0 02 ’
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(1.5)
K 0 4
_ 1 _ _ : _ d
/1(0 @), Azf'g 781‘?’ V.= : (d=2,3, DCR%

avec des constantes strictement positives «, 0, 7, d, K1, K2, 01, 02 et des con-
stantes non-négatives p, v
Comme N; (i = 1,2) doit représenter la population d’une espéce, nous allons
chercher une solution non-négative, en supposant que Ny; et Ngo sont positifs.
On rappelle que le terme G(N) donné dans (1.4) est celui de I’équation bien
connue de Lotka-Volterra du type proie-prédateur

d
(1.6) dtN G(N).

Le terme x; A, N; représenterait la diffusion résultant des déplacements chao-
tiques des individus de l’espece i, comme on peut concevoir en rappelant par
exemple la diffusion dans un gaz due a des mouvements microscopiques chao-
tiques des molécules.

Les effets des variations aléatoires des conditions environnementales seront
représentés par pNdW (voir par exemple [4], [10]). Pour préciser les conditions
de cette perturbation stochastique, nous supposons que le mouvement brownien
W & valeurs dans L?(D) vérifie les relations
(1.7)

E[(W () =W (s),er)(W(t)—W(s),ex)] = |t—5|\ebprr, Yk, k' € N, Vs, t € Ry

pour une base orthonormale {ej }rew de L?(D) telle que e, € H%(D) pour tout
k€N et

(1.8) Y =1, Z/\ el ey < oo
k=1

La relation (1.7) nous permet d’exprimer le processus croissant associé a W et
celui associé a la martingale fot N;dW (i =1,2) dans la forme

oo
(1.9) <KW =tY ANer®ep,
k=1

. t t 00
(1.10) <</ NidW>>t:/ Nid<<W>>Ni:/ Z/\z(Niek)QQ(Niek)dt;
0 0 0

il est bon de préciser qu’ils prennent leurs valeurs dans £(L?(D), L*(D)). Pour
les propriétés des martingales a valeurs dans un espace de Hilbert séparable et
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des intégrales stochastiques par rapport a elles, on peut consulter par exemple
[5], [11].

Le raisonnement qu’on va exposer dans la suite utilisera également des pro-
priétés fondamentales des espaces de Sobolev, pour lesquelles on trouve une
littérature copieuse, dont par exemple [1].

Le résultat principal du présent travail est le théoréeme suivant:

Théoréme 1.1. Soit D un ouvert borné de R (d = 2,3) dont la frontiére
0D est de classe C%. On suppose que Ny est une variable aléatoire définie sur
(Q,F,P) et Fo-mesurable a valeurs dans Wi, (D) avec 0 < h <1 sid=3 et
avec h > 0 quelconque si d = 2 et que No; > 0 p.p. dans D et log No; € L*(D)
(i =1,2) P-p.s.. Alors il existe une variable aléatoire N et une seule définie
sur (Q,F, (F),P) a valeurs dans L*°(0,T; WC}HL(D)) pour T > 0 quelconque,
qui satisfait a (1.1)—(1.3) P-p.s. et on a N;(t,-) > 0 p.p. dans D pour tout
te Ry Pp.s..

2. Problemes approchés

Dans ce paragraphe on introduit une famille de problemes approchés.

Méme si on démontera dans la suite (prop. 2.2) la positivité de la solution,
il nous convient d’envisager le probléme pour le moment sans imposer la non-
négativité de N;. On introduit pour N = (N1, Ns) € R?

2.1) L (N1 ) G(Nf,N;r) si |N|<L
. L({NV1,IN2) = LN LN . )
G(75 77) st |[N|>L

ot Nt = max(N;,0) (i = 1,2) et [N| = /N + N2. On introduit également
pour x € D

. (Nox(2), Noa()) si |No(z)| < L
2.2 NP () = N g : .
22) 0 (@) { (Lujvvf(lgg)\)v L|11\\r];)(23(:)|)) si |[No(z)| > L

Cela étant, on introduit une famille de problemes approchés; plus précisé-
ment pour chaque L > 0 on consideére I’équation pour N (&) (a valeurs dans

R?)

(2.3) AN®E) = (GL(ND)) 4+ kA, NE)dt + oN B dw
avec la condition aux limites

(2.4) V.NP =0 swoD, i=1,2

et la condition initiale

(2.5) NP _ =N, i=12
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On va maintenant construire la solution N du probléme approché (2.3)-
(2.5) avec un L fixé et démontrer sa positivité.

On remarque que, comme la fonction G (-) : R? — R? définie dans (2.1)
est lipschitzienne, elle définit une application lipschitzienne G (-) : L?*(D) —
L?(D). Cela étant, on peut affirmer immédiatement I'existence et 'unicité de
la solution N de I’équation (2.3). Plus précisemment on a la

Proposition 2.1. Le probléme (2.3)—(2.5) admet une solution et une seule
N donnée dans la forme
(2.6)

NO() = SN + / t St —t)GL(ND(¢))dt' + / tS(t—t’)N(L)(t’)dW(t’)
0 0

avec

(2.7) ]P({/OT 1IN (1)][2.dt < oo}) — 1,

ot S(t) est le semi-groupe d’opérateurs engendré par kA, avec la condition de
Neumann sur 0D.

Démonstration. Comme 'application G, (+) est lipschitzienne et que l'opérateur
kA, avec la condition (2.4) engendre un semi-groupe d’opérateurs fortement
continu, on peut construire le processus stochastique N (L) vérifiant (2.6) et
(2.7), unique & des modifications prés (voir par exemple [5], Th. 7.4). Il est
évident que NX) donné par (2.6) constitue la solution formelle (dite “mild”) du
probleme (2.3)—(2.5). O

Maintenant on va démontrer la positivité de Nl(L) (t,x) et de NQ(L) (t,z). Plus
précisément on a la

Proposition 2.2. On suppose que NéiL)(x) > 0 p.p. dans D et que log NéiL) €
LY (D) pouri=1,2P-p.s. Si N = (NI(L), NQ(L)) est la solution du probléme
(2.3)—(2.5), alors on a

28)  NPt,2)>0 pp.dans D, Vte[0,T], i=1,2 P—ps.

Démonstration. La formule d’Ito appliquée a la fonction

U(t) :/ log Ni(L)(t,z)dx
D

et les relations

ov 1
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82\11 S
O M (aiNPer) @ (0:NPer)) =

L
*7912 / L)2 ( ) ) dZL'_*Q“

ou (-,-) désigne le produit scalaire dans LQ(D), nous donnent

GO(Nw
(2.9) /log N( )(t x)dx—/ log N(L) der/ / W)dxdt’+
D N;

+hi / = AN dwdt! + 0i(1, W(t)) — Q—’t
D N, ( ) 2

ol G(Li)(~) est ’i—éme composante du vecteur G, (-) défini par (2.1) et (1.4).
(3) ( p (L)
On voit aisément que % est borné et que donc aussi

T

/ GV (N (1, 2)
b NP )

est borné. On a d’autre part par 'intgration par parties

/ HA N(L)dx—/ V. log N2 2da.
D N;

Compte tenu de ces relations et en rappelant que (1, W (t)) > —oco P—p.s., on
déduit de (2.9) que

/ log Ni(L) (t,z)dr > —oc0 P —p.s,
D
ce qui implique (2.8). O

3. Premieres estimations des solutions des problemes
approchés

Dans ce paragraphe on va établir des estimations des solutions des problemes
approchés (2.3)—(2.5), estimations qui ne dépendent pas de L.
On démontre d’abord le

Lemme 3.1. Soit N la solution du probleme (2.3)~(2.5). Alors pour chaque
p > 2 fizé, il existe une constante Kl(p) indépendante de L telle que

T
3.0 s BINO(EG, B [ IINVO )TN 1) fade < K.
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Démonstration. On considere la fonction

(32) \If(l,p)(t):/Dl/}(Lp)(t,l’)dﬂj

avec
(3.3)
bp (tz) = (KN (8, 2) 48NS (1, 2) )P+ Ky (N (1, ) )P+ Ko (NS (8, 2))P,

ou Ky et K; sont deux coefficients positifs qu’on va choisir convenablement
(Ko > 1), tandis que
Ky = (Ko —1)p7 > 0.
L étant fixé, dans la suite de la démonstration nous écrivons simplement N; au
lieu de NZ.(L) (1=1,2).
Compte tenu des relations

OV (1 p)
N,

(f) = P/D [Kod(KodNy + SN2)P~" + Ki N1 fda,

2T

aT;p)(f) = p/D [B(KodNy + BN2)P~! + Ko NE ™' fda,

on déduit de la formule d’Ito appliquée a Wy ,)(t)

t
(3.4) U1 (t) = U1 )(0) +p/ / @TW 4+ 1@ £ 1O dedt' +
0 D

t 1 t
+p/ (Z,dW) + = / Adt’,
0 2 0
ou
I = (KodN; + BNy)P~H(KoadNy — fyNo) + aK NP — yKyNE,
I = —(KodNy + BN2)P~ (Ko — 1)B6N1 Ny + KoduN? + v3N2)—
— K NP(BNy + uiNy) — vKo NPT 4+ 6K, Ny NP,
I'®) = ki [Kod(KodN1 + BNo)P ™! + Ky NPT AL N +
+k2[B(KoSN1 + BN2)P~! + KoNY AL N,
2 = 01(Kod(KodNy + BNo)P~H + K I NPTY) N+
+02(B(KodNy + BN2)P ™' + Ko NE )Ny,
2 o
92V
A = 1Y P )\2 N’L N —
Zlg QJ@NiaNj (I; k( ek)®( Jek?>)

)=
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= o%p(p—1) Z)\ / [K26%(Ko0N1 + BN2)P~2 + K1 NP~ |ex|?| N1 [*da+

1 D
+2nggp Z )\2 / Koﬂ(s(Ko(le + ﬁNg)p72|ek|2N1N2df£+
k=1 D
+92p Z)\ / 62 K05N1+6N2)p 2+K2Np 2]|6k‘ |N2|2d.’b

Comme Ky = (KO —1)6? >0, on a

SKoNIN, = §(Ko — 1)PNIN, < (KoSN; + BN2)P 1 (Ko — 1)B6N1 Ny
et par conséquent
(3.5) r® <o.

D’autre part, par 'intégration par parties on a

(3.6) /Dr<3>dx =—(p—1) /Dr*dx,

ou
I = k1 (KoONy + BNo)P~2(KE62| Vo N1 |> + KoB6V Ny - V,No)+
+52(KodN1 + BN2)P~2(KoB6V Ny - Vi Na + 32|V, No|?)+
+r1 K1 NP2V Ny |2 4 ko Ko NP2V, N |2,

Or, on voit qu'il existe deux constantes C(;, ., 1s) €t Cli, xs,K0,5,5) (dépendantes
de p, k1, ko et de p, K1, ko, Ko, §, B respectivement) satisfaisant & l'inégalité

(K1 + K2)(KoON1 + BN2)P 2K B8]V Ny - Vi Na| <

< ZL(BN,)P 2 K262 |V Ny + 7(K05N1)P 232|V, No |2+

K1
2
+C(P7K1»H2)ﬁpN2pi2|VzN2|2 + C(P7'€17H27K075,5)Nf72 |VEN1 |2'

Donc, en rappelant la relation Ky = (Ko — 1)8P, on peut choisir K et K;
suffisamment grands de sorte qu’il existe une constante positive C’ telle que

(3.7) *(t,z) > C' |V NP (¢, 2) 2| N (¢, 2)|P~2.

En outre on voit aisément que, en vertu de (3.3) et de (1.8), il existe une
constante C” telle que

(3.8) /D IWdz + A < C"(, ),
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tandis que, 'intégrale stochastique par rapport a une martingale étant une mar-
tingale, on a

(3.9) IE)/Ot<E,dW> =0.

Des relations (3.4)—(3.9) on déduit, & l'aide du lemme de Gronwall, qu’on a

T
sup ]E\I/(Lp)(t)—i—Cl]E/ /(|VIN1|2+|VIN2|2)(\N1|2+\N2|2)§_1d:cdtg Cs,
0<t<T 0 JD

avec deux constantes C7 et Cs indépendantes de L. En rappelant la définition
(3.2)—(3.3), on en déduit I'inégalité (3.1). ]

Lemme 3.2. Soit N la solution du probleme (2.3)~(2.5). Alors pour chaque

p > 2 fixé, il existe une constante Ml(p)

(3.10)

indépendante de L telle que

T
E sup NPt )L, +E / [N (2, )2V, NE) (¢, )| 20dt < MP.
0<t<T 0

Démonstration. On considere la fonction Wy ,(t) donnée dans (3.2)-(3.3) et
Iégalité (3.4) obtenue par la formule d’Ito. D’apres l'inégalité de Doob on a

t T 2 1/2 T 1/2
E sup /(E,dW}§2(]E‘/ (E,dW>’> :2(]E/ ([d<W>E,2))
o<t<T.Jo 0 0

T o0 T oo
a— 1/2 —_ 1/2
= Q(E/ Z M (er ® ex)Z, E)dt) /2 _ 2(E Z M(Z, ex)?dt) /2,
0 k=1 0 k=1
Or, de 'expression de =, on obtient

[(E, ex)] < Cllekll a2 N7z

avec une constante C. Donc en vertu de (1.8) on a

(o]
D OME )’ <IN,
k=1
avec une constante C’. Par conséquent d’apres le lemme 3.1 on a
T oo

E [ Y N(E et < OTE™,
0 k=1

t
E sup / (2,dW) < C"\/ K
0

0<t<T

ce qui nous donne

avec une constante C”.

Il est clair qu’on peut traiter les autres termes de (3.4) de la méme maniére
que dans le lemme 3.1. Donc on obtient (3.10) avec une constatne Ml(p ) qui ne
dépend pas de L. a
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4. Estimations des dérivées des solutions des problemes
approchés — cas de dimension 3

Dans ce paragraphe, on va établir des estimations de dérivées plus élevées
de N(E) par rapport aux variables spatiales « € D, estimations indépendantes
de L, dans le cas de dimension 3, D C R?.

On prouve d’abord le

Lemme 4.1. Soit D un ouvert borné de R® avec 9D € C?. Soit h €]0,1[. Si
NE) est la solution du probleme (2.3)~(2.5), alors il eviste une constante Ko
indépendante de L telle que

2(3+h
(4.1) s BV N[5+

T 2 3
+E / [V NE ()[40, / Vo NDPFERN™ N 10,05, N Pdwdt < Ko,
0 D

i=1I,m=1

Démonstration. On considere la fonction

2
(4.2) Wi (1) = /D S [ () FOH de
=1
avec
(4.3) Yo (t2) = (VaNE ()2 + 1),

Dans la suite de la démonstration on écrit simplement IV; au lieu de NZ-(L).
Comme on a

9[(¥(2)%]

3N, (f) =203+ h)‘I’(z)/ (2.0 EAIVLN; -V, fda,
i D

la formule d’Ito appliquée & (¥ (o)(t))? nous donne

(4.4) (Uio)(1)? = (¥(2)(0))* + 23 + h) (I + Io + I3 + Iy + I5)

avec

t
I :/ qj(z)(tl)/ (@2, |2V NP = 4]0V V, Ny P dadt
0 D

t
= :/ \I’(z)(t')/ (92,1 | EETM (= B(Vu N1 - Vo (N1 Na)) — (Ve Ni - Vo (NF)))+
0 D

2, 2T (5(VNa - Vi (N1 No)) — v(VNo - V, (N2)))]dwdt’,
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t
I :/ o) ()
0

t 2
I, :/ \Ij(2)(t/)ZQi<‘¢(2,i)|%(1+h)vaivvx(NidW)>7
0

i=1

1

(A+h) (Vo N; - Vo AL N;)dadt’

J

3 Oij:191932(3+h 8N8N k:l iex) @ (Nyer

1 0[(¥(y)?]
53+ h) ON,ON,

=0V (9 /D[|¢(2,z‘)|%(1+h)(vacf -Vz9)+

(f®g) =

(L4 B[t | 2BV (VoN; - Vo f)(VaN; - Vag)|da+

L34 /D o R (VN -V, f)de) ( /D |2 (VN - Vag)de).

On constate immédiatement qu’il existe une constante C' telle que

t
(4.5) L < C/ (W (2)(t') dt
0
et que
(4.6) EI,=0.

Pour ce qui concerne I5, on remarque que

(4.7) IVa(Niew)[Larn < Cllexllr= (VN oen + NI seam )
avec une constante C. Donc, grace & (1.8) et au lemme 3.1, on a

t
(4.8) El; < C’/ (W) (t'))*dt’ + C't

0

avec une constante C’.
Pour estimer I, et I3 on pose

3
(4.9) Quiy = [en 2 3 1000, NiP (i=1,2).

I,m=1

Pour I, par I'intégration par parties, on a

_ﬁ/ ‘w(2,1)|%(1+h)va1 : vz(N]NQ)d.’,U =
D
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:5/ |1/1(2,1)|%(1+h)N1N2AmN1dIE+
D

3
+ﬂ(1+h)/ 2" ININy Y (00,N1)(8a,, N1) (0, 0a,, N1 )d <
D

l,m=1

1+h
< 5/ Qu.nyda + Co(W 2 (1)) || N[ Losan,
D

ol ¢ est un nombre positif assez petit convenablement choisi et C. est une
constante dépendante de €. En majorant les autres termes de I5 de la méme
maniere, on obtient

(4.10)

IQSE/ Wiy (¢ /ZQ<M>dwdt +C/ ()%t +/ IN] 3t inde

En ce qui concerne I3, on introduit une famille de fonctions {ﬁ(k)}kN:O
réalisant la partition de I'unité de D, de sorte que

Yy € Ce(R?), 0 <¥dp(x) <1 pour tout z € R?,

Zﬁ(k)(x) =1 pour tout x € D, supp Yoy C D.

En outre, 0D étant de classe C? par hypothese, on peut choisir les V() de telle
sorte que, pour k = 1,---, N, il existe un difféomorphisme ¢ = ¢, de classe
C? et un nombre positif 79 > 0 tels que, en posant ¢(z) =y = (y1,¥y2,y3), on
ait

(4.11) ys(zo — Nile,) =1, Vg € 0D Nsupp(yy, Yn € [0,m0],

oll 7ig, est la normale extérieure au point xg € 9D N supp Y x)-
Cela étant, on considere

N
(4.12) s+ (T, N; - Vo Ay Ny )d = Z/ Oy dx
—JD
avec
Oy = iy Y2,y 2 M) Z )(0z,. O, Oz, N;).
l,r=1
Pour examiner fD O()dr pour k = 1,---, N, on remarque d’abord que la

condition (4.11) entraine

3
Oys ys _ dys Oy1 dys Oy2
8xl 8.%1 Z a’El al'l Z 8.’El axl
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dans un voisinage de 9D N supp ¥ ), ce qui, compte tenu de la relation
vaz . ﬁ|6Dﬂsupp79(k) = aygNi|y3:O = 0;

implique que

OYm ayn Y3 6yq ' N ‘ B
Z Z oz Oz rz: oz, &r W Ni)(0y, 0y, Ni) =0 sur {y3 = 0}.

m,n,q=1 [=1
Comme on peut constater, cette relation nous permet d’obtenir, avec la notation

ay_’")

A = (a’lm> = ( al'l

et avec la convention de la somme pour les indices répétées deux fois, 1’égalité

/ G(k)d.’b =
D
Ox

:/]RB ﬁ(k)(y”w(zi)(tvy)‘%(1+h)(almaymNi)(anﬁypalnaynarqaqui)‘a_y|dy

+

1 X
_/3 ﬂ(k)<y)‘w(277f)(t’y)|2(1+h)(arpaypalmayrnNZ)(alnaynarqaqul)|a_y|dy
—(1+h) / 900 ()02 ()1 F P (@D, 00Dy, No) (@B, Ni)

ox
(@, N0y, 0rgy N Gy + [ Ry
)

= [ o DS (0,0, -

l,r=1

1+h /19 |¢(21)(t x)\ 3(h—1) X

X Z (D, 0w, Ni) Dy, N;) (0, Ni)(Ou, O, Ny )da

l,ryau=1

Jr/ R1|@|dx+/ Rodzx,
D Ox D

ol Ri(x) et Ra(z) sont des fonctions contenant au maximum un seul facteur
de dérivée partielle seconde de NN;.

D’autre part on peut facilement effectuer l'intégration par parties dans
f p ©dz, de sorte qu’il se transforme en une forme analogue a celle qu’on
vient d’obtenir.
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Donc, en rappelant (4.12), on obtient

/ |¢(2,i)|%(1+h)(VmNi -V AN;)dz =
D

(4.13) = —/ Quiydx — (1 +h)/ Pdm—i—/ Rdz,
D D D
ot Q1,4 est donné dans (4.9) et
) 3
P = |¢(2»i)|§(h_1) Z (awraﬂiuNi)(aﬂiuNi)(aﬂilNi)(aﬂvlaﬂhNi)’
l,ru=1

tandis que R est une fonction contenant au maximum un seul facteur de dérivée
seconde de N;. En outre, on décompose P en

P = Q) + P,
ou
) 3
Q2,i) = |¢(2,i)|§(h_1) Z |02, Ni|? |0, 0, Ni|*dez,
l,m=1

3
Pr= a2 DT (00,00, Ni)(0s, Ni) (00, Ni) (02,00, V).
Lrou=1;l#u

On remarque que

3

1 10—
Pil < Sl 2D D0 (0N (02,00, Ni)® + (02, Ni)* (0,00, N:)?)
l,ryau=1;l#u
< Qi)
1 L(h—1) > 2 2 2 2
|P1| < §‘¢(2’i)|2 Z ((8a:uNi) (8xraxuNi) "’(8sz1') (aacraszi) )
l,ryu=1;l#u
= 2Q2,4)-
Donc on a
1+h
(L+h)[Pi] < (1 +1)Q2,) + TQ(1,Z')7
ou encore

1—h
D D 2 D

On voit aisément que

R <eQuiy + CeV(2)(1)
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avec un nombre positif assez petit € convenablement choisi et une constante C,
dépendante de . Donc, en rappelant (4.13), on a

1-h t 2 t
(4.14) I3 < —(T —E)/ \11(2)@/)/ ZQ(Li)dxdt,"‘Ce/ (W9 (t))2dt
0 D= 0

avec un nombre positif assez petit € convenablement choisi et une constante C.
dépendante de .

A Taide du lemme de Gronwall et du lemme 3.1, on déduit des relations (4.2),
(4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.8), (4.10), (4.14) l'inégalité (4.1) avec une constante
K>, qui ne dépend pas de L. O

Maintenant on va démontrer le

Lemme 4.2. Soit D un ouvert borné de R® avec D € C2. Soit h €]0,1[. Si
N est la solution du probléme (2.3)~(2.5), alors il existe une constante My
indépendante de L telle que

(4.15) E sup ||va(L)(ta')||iJ'gfh,+

0<t<T

T 2 3
+E/ / Vo NEPEN™ N 0,,0,, NP Pdadt < Mo,
0 D

i=11,m=1

Démonstration. Nous utilisons les mémes fonctions W o) (t) et ¥ ;) (¢, ) définies
dans (4.2) et (4.3) et, dans la suite de la démonstration, nous écrivons simple-

ment N; au lieu de Ni(L
Comme on a

8\11(2)
ON;

(f) =B+ h)/ |¢(2,i)‘%(1+h)vai -V, fdzx,
D

la formule d’Ita appliquée a W (5)(t) nous donne
(4.16) \I/(Q)(t) = \11(2)(0) + (3 + h)(Jl + o+ Js+ Jy+ J5)

avec

t
Jl:/ /(04|1/’(2,1)|%(1+h)\VIN1\2—7|¢(2,2)|%(1+h)|va2|2)dxdt/’
o Jp

t
o= / / @2 (=B(VaNy - Va(N1N2)) — (Vo N; - Va(NP)))+
o Jp

.| 2T (5(VNa - V(N1 N2)) — v(VNa - Vi (N3)))]dadt’,



46 H. Fujita Yashima
t 2
1
Jom [ ] 3 milba [FUH (VN Vo8, Nt
o Jpi

Ja _/ Zgl W2, 2V, NG, V(N dW)),

/ZQZ/ ZAi[Iw@,nlé(”’”(vx(Niek)-Vm(Niek))+
=1

Les considérations pour Iy, Is, I3, I5 exposées dans la démonstration du
lemme 4.1 s’appliquent a Jy, Jo, J3, Js de la méme maniére sauf des modifica-
tions simples et évidentes, de sorte qu’on a

t t 2
(4.17) Ji+Ja+ J5 < OE/ W o) (t")dt’ + e/ / Z Qq ,pydzdt’ 4 Ct,
0 D=1

1—h G t
(4.18) J3 < —(T — 8)/0 /D Z Q(Li)dmdt/ + CE/O \11(2) (t")dt
1=1

ot Q1) est I'expression donnée dans (4.9).

Quant & Jy, en désignant par zzi(N ) la fonctionnelle linéaire définie sur
H?(D) par

:/ |w(2,i)‘%(l+h)vai - Vi(Nif)dz
D

en vertu de I'inégalité de Doob, on a

T 2 2\ 1/2
E sup J4§2(1E]/ Zgi<|w(2,i)|%<1+h>vai,vm(NidW»\ ) <
0<t<T 0o =

/ Z o ZA N)[(er ® ek)]]dt)1/2 _

oo

(E/ Z@?ZA ([ |FIIV LN, Vo (Niey))2dt) /2.
0 =1

Or, grace a (1.8), & (4.7) et au lemme 3.1 on a

T
/ Zgl ZA,C . OV, NG, U, (Nek)>2dt§C]E/0 W o (1) 2dt+-C

i=1
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avec une costante C. Donc, en vertu du lemme 4.1, on obtient

(4.19) E sup Jy <C'VTKy+C'
0<t<T

avec une constante C’.

Des relations (4.16)—(4.19) on déduit (4.15). ]

5. Estimations des dérivées des solutions des problemes
approchés — cas de dimension 2

Maintenant nous voulons établir les analogues des lemmes 4.1 et 4.2 pour le
cas de dimension 2. Grace a la diminution du nombre des variables spatiales,
on peut obtenir des affirmations plus fortes. On va démontrer d’abord le

Lemme 5.1. Soit D un ouvert borné de R? avec OD € C2?. Soit p>2 Si
N est la solution du probléme (2.3)~(2.5), alors il existe une constante K
indépendante de L telle que

(5.1) sup I |V, N (1, )|+
0<t<T

T 2 2
+IE/ ||VmN(L)||ip/ VNP P23~ 5N 19,0, NP Pdedt < K.
0 D

i=11,m=1

Démonstration. On considere la fonction

2
(5.2) w@mlé§¢mmmwx
avec
(5.3) Yt z) = (VNP (4 2)2 +1).

Dans la suite de la démonstration on écrit simplement N; au lieu de Ni(L).
Tout comme dans (4.4), d’apres la formule d’Tto on a

(5.4) (U(2)(1)* = (¥(2)(0))* +2p(I1 + Lo + I3 + Iy + I),
oul; (i=1,---,5) sont les mémes que dans (4.4) avec la substitution de V, =
Oz,
(g’“ > a la place de V, = | 9, | et de p & la place de 3 + h.
T2 a
T3

Il n’est pas difficile de constater que I, Iy et I5 peuvent étre estimés de la
méme manieére que dans la démonstration du lemme 4.1 (voir (4.5), (4.6), (4.8)).
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Pour estimer Iy et Is on pose
2

(55) Q(Li) = ‘w(zﬂ-)'g_l Z ‘817181371LNi|2 (Z = 1’2)

l,m=1

Pour I, on procede tout comme dans la démonstration du lemme 4.1, de
sorte que les estimations des termes qui composent I nous conduisent a

t 2 t t
(56) I, < S/ \11(2) (t,)/ Z Q(17i)d12dt/+c€/ (\I/(Q) (t))Zdt/+/ HNHipzpdt/,
0 D= 0 0

ou € est un nombre positif assez petit convenablement choisi et C. est une
constante dépendante de €.

En ce qui concerne I3, on introduit comme dans la démonstration du lemme
4.1 une partition de I'unité de D par une famille de fonctions {ﬂ(k)}szo. Ainsi
on a

t 2 N
(5.7) I3 :/ \I/(Q)Zliiz:/ G(iyk)dac
0 i=1 k=0"D
avec
2
O(in) = Vw22 Z (O, Ni) (0, 0z, 0z, N;).
lir=1

Le raisonnement analogue a celui de la démonstration du lemme 4.1 nous
conduit a
2

/D@(i,k)dfﬂ = */Dﬁ(k)(ﬂ?)W(z,i)(t,wﬂ%*l > (02,02, N;)*—

lir=1

2
*(p72)/Dﬂ(k)(x)|¢(2,i)(tax>|%i2z (arraacuNz>(aacuNz)(axzNz)(axzaerZ)der

l,r,u=1

+ / R(l’l)dl'
D

avec une fonction Ry ;)(z) contenant au maximum un seul facteur de dérivée
partielle seconde de N;, ce qui, d’apres (5.7), nous donne

¢ 2
Iy = */ T (9 Zﬁz/ (Quiy + (0 = D2 ? (1) + P2iy) + Resy)ddt,
0 — Jp

olt R(;) est une fonction contenant au maximum un seul facteur de dérivée
partielle seconde de N;, Q(y ;) est donné dans (5.5) et

2
Py = > (00, Ni)* (00,00, Ni),

l,r=1
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2

P2,i) = Z (02,05, Ni) (02, Ni) (02, Ni) (O, 0, Ni)dx.

l,rou=1;l#u

Or, comme

|(amrazuNi)(azuNi)(azzNi)(aml8eri)| <

< [(8IuNZ)2(8ﬂ3ral’uN’L)2 + (8IINZ)2(811817N2)2}

1
2
et que lensemble {(I,u) € {1,2} x {1,2} |1 # u} se réduit a {(1,2),(2,1)}, il
vient

IP2,iy| < Py
et donc
D(1,4) tP2,) 2 0.

Comme d’autre part on a
kil Ryl < €Qqiy + Ce¥W (g (t)

avec un nombre positif assez petit convenablement choisi € et une constante C.
dépendante de ¢.
il s’ensuit

t 2 t
(58) Ir< —(1—5)/ \I/(Q)(t’)/ ZQ(M)dxdt’—i-Ca/ (W oy (#)) 2t
0 D= 0

A Taide du lemme de Gronwall, des relations (5.4), (5.6), (5.8) et des esti-
mations de Iy, Iy, Is on déduit le lemme 5.1. a

Etabli le lemme 5.1, on peut en déduire ’analogue du lemme 4.2 pour le cas
de dimension 2 de la méme maniére que pour le lemme 4.2. On a le

Lemme 5.2. Soit D un ouvert borné de R? avec OD € C2?. Soit p>2 Si
N est la solution du probléme (2.3)~(2.5), alors il existe une constante My
indépendante de L telle que

(5.9) E sup [V.NP ()|}, +
0<t<T
T 2 2
+]E/ / Vo NPP=23" N 10,0, NP Pdedt < M.
o JD i=1l,m=1

Démonstration. Pour le déduire du lemme 5.1, il suffit de procéder d’une
maniere analogue au lemme 4.2; les modifications nécessaires sont simples et
évidentes. a



50 H. Fujita Yashima

6. Démonstration du théoreme principal

Maintenant on est en mesure de démontrer le théoreme 1.1.

Démonstration du théoréme 1.1. On remarque que d’apres les inégalités de
Sobolev, pour un ouvert borné D de R% et h > 0, on a

(6.1) INE ooy < CUINT | pasn(py + Ve NE || L))

avec une constante C' et, si le deuxieme membre de (6.1) est fini, N (L) sera
continue dans D. Donc pour 7' > 0 fixé, en vertu des lemmes 3.2, 4.2 et 5.2, on
a N ¢ C(D) pour tout t € [0,T] P-p.s. et

(6.2) E sup [[N")(t,)] L (p) <

0<t<T o

< K'(E sup |[NW(t, M patn(py +E sup HVmN(L)(f,')HLdM(D)) <K
0<t<T 0<t<T
avec une constante K indépendante de L.
Etant établie la relation (6.2), on va conclure la démonstration en utilisant
l'idée développée dans [3]. En effet on déduit de I'inégalité de Markov et de
(6.2) que

(6.3) lim P({ sup |[NB(t,z)>L})=0.
L—oo 0<t<T,x€D
En posant
(6.4) Qr={weQ| sup |NB(tz)<L}
0<t<T,z€D

et en rappelant la construction des problemes approchés, on a

(6.5) N ’Q = NI P —ps. pour L,L' > 0.

min(L,L’) Qmin(L,L’)

De (6.3) et (6.5) on déduit que, pour L — oo, N converge p.s. & une
limite, que nous désignons par N.

Par la construction de N&) et de N il n’est pas difficile de constater que
N est une solution du probléme (1.1)-(1.3) p.s.. En outre, en vertu de la
proposition 2.2 et de la construction de la solution N, on a N; > 0 p.p. dans D
pour tout £ > 0 p.s.. _

Pour démontrer I'unicité de la solution, on considére une solution N qui
peut éventuellement étre différente de la solution N construite ci-dessus et qui
est elle aussi un processus stochastique & valeurs dans L (0,T; W, , (D)) avec
supg<;<r | V]| < 00 p.s. (h€]0,1[sid=3et h =p—d > 0 quelconque si
d=2).
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Soit & un nombre positif arbitraire. Alors, compte tenu de (6.1) on voit que
pour un 7' > 0 fixé il existe un L > 0 tel que

P(Qr) >1- P(Qr) >1-

)

N ™

€
27
ou Qf, est 'ensemble défini par (6.4) et
Qp ={ sup |N|r= <L}
0<t<T
Il est évident que _
]P(QL ﬂQL) >1—ec.

En vertu de l'unicité de la solution établie dans la proposition 2.1, la solution
restreinte a 'ensemble Q7 N Q2 est unique et donc

(6.7) N|

5LOQL = N|5LQQL.
Si on fait tendre ¢ vers 0, des relations (6.6) et (6.7) on obtient
N=N P-ps.,

ce qui acheve la démonstration du théoreme. a
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