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Deljivost ultrafiltera 1

Stone-Cechova kompaktifikacija

ON - skup ultrafiltera na N

Glavni ultrafilteri {A C N:n € A} identifikuju se san € N

Bazu topologije na AN &ine zotvoreni skupovi A = {F € fN: A € F}

(N, ) - diskretna polugrupa

Svaka funkcija f : N — N moze se na jedinstven nacin prosiriti do neprekidne f: BN — GN:
f(F)={ACN: f'[4] € F}.

Za F,G € BN:

AcF- G {neN:{meN:nme A} €G} € F.
Tako se dobija desno topoloska polugrupa (SN, -).



Relacija |
At={n eN:(Ja € A)a | n}
U={Aec PN)\{0}: A=At}

Definicija 1 N
F |G akko FNU C G.

| je kvaziporedak (refleksivna i tranzitivna relacija)

F=.G&F|GNG|F

| je poredak na skupu klasa ekvivalencije:

[Fl~» ={G e pN: F=_gG}.

Restrikcija T na N? je uobicajeno |.



Nivoi relacije |

Svi rezultati iz:

B. S. | -divisibility of ultrafilters, Annals of Pure and Applied Logic 172 (2021), No.1

(BIN, | ) se moze podeliti na dva ,,sloja”: nizi...

P-skup prostih brojeva
Ly=91} i By =dands. . . G 8015 8p; 0 50 € Przam > 1

n-ti nivo | -hijerarhije: L.

...1 visi:




Prosti ultrafilteri

§ <= o‘nu 9

Lema 2 (a) Ako F € pN, A€ F i f: N — N je takva da f(a )|aza5vea€A tada f
(b) Za svako F € BN\ {1} postoji P € P takvo da P | F.
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Ultrafiltere P # 1 ¢iji su jedini delitelji 1 i P zovemo prosti

Teorema 3 P € N je prost akko P € P.
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Stepeni prostih ultrafiltera

powy, : N — N definisemo kao powy(n) = nF

F* = powy,(F) je generisan skupovima A* = {n*:n € A} za A€ F
Npr. F0=1i Fl =F

Lema 4 Za P € P, jedini ultrafilteri T—ispod P su P* za k < n.



Ultrafilteri 7 D F[;°

Lema 5 Nijedan ultrafilter F € Ly nije | -deljiv s vise od dva prosta ultrafiltera.
AB ={ab:a€ A,be B,NZD(a,b) =1}

Za P,Q c P:
Fi°={AB:A€P,B€QACPBCPANB=}

Fip2) Fip),01)
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P Q

Lema 6 Za sve razlicite P,Q € P:
(a) postoji ili konacno mnogo ili 2° ultrafiltera F 2 Ffl’Q.
(b)P-QDF%iQ P2 F;°

Teorema 7 Za svaki P € P\ P postoji Q € P\ P takav da postoji 2° ultrafiltera F D Ffl’Q.



Ultrafilteri 7 O F”

FP ={A™:AecP AC P}

n

Lema 8 Ako P € P\ P, za svaki ultrafilter F O F, P je jedini prost ultrafilter ispod F.

N

Lema 9 (a) Za svaki P € P\ P postoji ili konacno mnogo ili 2° ultrafiltera F D FJ .
(b) ZaPe P\P,P-P2DEFJ.

Teorema 10 Za P € P postoji jedinstven ultrafilter F O F! akko je P Ramseyev ultrafilter.
Dokazujemo:

Teorema 11 (CH) Postoji prost P takav da za svako n > 2 postoji 2¢ ultrafiltera F O FT .
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Definicija 12 Neka je d = {X}, : k € N} particija skupa P™ za nekon € N. Skup A C P je d-sirok
ako, za sve m € N i sve konacne particije A = AJUAU...UA,,, postojii < m takvo da, za sve k € N,
A X, £ 0.

{"“qr -4, a.,,,.q_eP’ q,"q?;»}mus
7]

Lema 13 Neka AC P, BC P id={Xy:k €N} je particija skupa P™ za neko n € N.
(a) Ako je A d-sirok i A C B, onda je i B d-Sirok.

(b) Ako ni A ni B nisu d-$iroki, onda ni AU B nije d-$irok.
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Lema 14 Ako je, za svako n > 2, d,, = { X, : k € N} particija skupa P™ takva da za sve k € N:

Xpr1x C{za:z € Xpp,a € P}
_ 0

1 A C P nije d,-sirok, onda za sve n > ngy, A nije d,-Sirok.
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Lema 15 (a) Postoji bojenje c : [N]? — N takvo da za sve k € N vazi:

za svaku aritmeticku progresiju s duzine 2841 postoje uzastopni clanovi a,b € s takvi da c({a,b}) = k.

(b) Postoje particije d, = {Xnx : k € N} skupova P redom (za n > 2) takve da je P d,-$irok za sve
n > 2 1valt

Xn+1,k C {a:a i ka,a € P}
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?
Teorema 16 (C’H) Postoji prost P takav da za svako n > 2 postoji 2° ultrafiltera F D F.

oSt tevolevauo ‘ —
At e 71%\ (ﬁéC)

S\t ACP foleHMMO VU NI (5§ V§5
~ Su BG—% SU 4 -3 oy, (2 4.7
N 536_.}51-/' e P\SEG;
59;’[3 (@ LMy )
TP pp NT oL DA VOac i 5.3 \ P\S

PoST gl
oS Ay _55\A—Au~-uAH, A\ DXM'é
, U’\Ss\q B/)L) L)% B(Nnwi :¢

(53nA V(PWliR) 2 And 4
\J

(N [P _ﬂa‘)n Ny L\Sw(&ét

us)

PoSor!l  Begy <

N Y Y 06} U Ui

I Srve A’&P,P&P, f)yv‘ ¥¢
@Jsxﬂ [ Iha- SES.

———



