Seminar iz teorije skupova, skup-teoretske topologije i teorije modela

B Boris Sobot ' '
Deljivost ultrafiltera vs nestandardna aritmetika

Nestandardne ekstenzije

Neka je X O N skup atoma (ne sadrze kao elemente druge relevantne skupove).

Rekurzivno definisemo: V4(X) = X, V,,11(X) = V(X)) U P(V, (X)), V(X) =U,, ., Va(X).

n<w "N
V(X)) je tzv. superstruktura - sadrzi (skoro) sve skupove koji nam trebaju: aritmeticke operacije na
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Njena nestandardna ekstenzija je (V(Y), %), gde:
e Y je skup atoma koji sadrzi X;
o x:V(X)— V(Y) je preslikavanje takvo da *X =Y i vazi

Princip transfera Za svaku formulu ¢(z1,...,2x) s ogranicenim kvantifikatorima i sve ay,...,a; €
V(X)) vazi:
V(X) E ¢(ay,...,ax) akko V(Y) E ¢(fay, ..., "a).

Elementi z € X se identifikuju sa *r. Relacija = se identifikuje sa * =.
Najbolji uvod u nestandardnu analizu:

R. Goldblatt, Lectures on the hyperreals. An introduction to nonstandard analysis, Springer-Verlag,
New York, 1998.



Primeri. (1) Kona¢ni podskupovi A C X se ,zvezdiraju” u sebe: ako (Vx € Xfzr € A & o =
al\/...\/:v:ak)onda (\V/.I’E*X[.CL’E*A<:>.I’:*a1\/...\/l’:*a/;.

(2) Zvezdiranje se slaze s aritmetickim operacijama: ako je x = y + z, onda je i r = *y "+ *z.

Drugim re¢ima, *(ﬁ —i—g) = *ﬂ—i— 2
(3) Kako je deljivost definisana sa (Vx,y € N)(z | y < (Fk € N)y = kx), njena ekstenzija je data sa
(Vz,y € 'N)(z*| y < (Fk € "N)y = kzx).

(4) Za a,b € N, *(a,b) = (*a, D).

(5) Za X,Y € P(N), (X x Y) =*X x Y.



Veza sa SN
Za svako = € *N familija v(z) = {A C N : z € *A} je ultrafilter. Tako dobijamo v : *N — gN.

Obratno, za ultrafilter F € SN, njegov monad je pu(F) = {z € N :v(x) = F}.

v se slaze s Rudin-Keislerovim poretkom: za svako x € "N *N

| svigg 1Ny o(f(x)) = Flo(a).
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Nazalost, ne mora vaziti v(z - y) = v(z) - v(y).

(V(Y), %) je k-enlargement ako za svaki skup S € V(X)) i svaku familiju F C [S]<* koja ima svojstvo
konacnog preseka, (), *A # 0.

Ovak\w u ZFC.

Ako je (V(Y), %) ct-enlargement (ili samo ,,enlargement”), v je ,na’
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Relacija | na N
At={n e€N: (Ja € A)a | n}

U={Aec PN)\{0}: A=At}

F |G akko FNU CG.
Ultrafilteri na 2. nivou deljivi sa P, Q € P sadrze:
F;°={AB:AeP,Be Q ACP,BCP,ANB =}
Ultrafilteri na 2. nivou deljivi samo sa P € P sadrze:

FP ={A®.AcP,ACP}.



Deljivost u *N i N
Rezultati iz:
B. S. Divisibility in AN and *N, Reports on Mathematical Logic 54 (2019)
B. S. More about divisibility in AN, to appear in Mathematical Logic Quarterly
Teorerngv 1 Za sve F,G € BN ekvivalentni su uslovi:
(1) F1G;

(11) u svakom enlargementu postoje x,y € *N takvi sa v(x) =F, v(y) =G i x *|y;
(1i1) u nekoj nestandardnoj ekstenziji postoje x,y € *N takvi sa v(z) = F, v(y) =G iz *| y.
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Nivoi relacija deljivosti

Teorema 2 p € *N je prost akko je ultrafilter v(p) prost.

G*P

Teorema 3 U svakoj nestandardnoj ekstenziji:
(a) x € "N je oblika p* za neko p € *P akko v(x) = P? za neki prost ultrafilter P.
(b) x € "N je oblika p - ¢ za neke razlicite proste p, q takve da v(p) = v(q) = P akko v(z) D FJ.
(c) x € N je oblika p - q za proste p,q takve da v(p) =P, v(q) = Q i P # Q akko v(x) 2 Ffl’Q.

*N BN




Zasicene ekstenzije
Skup S € V(Y) je unutrasnji (internal) ako S € *A za neko A € V(X).

(V(Y), %) je k-zasi¢eno ako za svaku familiju F kardinalnosti < x unutrasnjih skupova iz V(Y") koja
ima svojstvo konac¢nog preseka, (| F # ().

Ovo je jace od k-enlargementa i takode postoji u ZFC.



Bridge teoreme

Lema 4 (Luperi-Baglini, PhD Thesis) U ¢"-zasi¢enoj ekstenziji, neka z1, ...,z € V(N) ¢« F,G €
BN. Sledeci uslovi su ekvivalentni za svaku formulu ¢:

(Z) (V'T1>"'>xn E/J’(‘F))(Ely1>>ym E:U’(g))(b(xlw">xn>y1>"'>ym>*z1: "'>*zk);'
(’L’L) (\V/B € Q)(EIA € f)(Val,...,an € A)(Elbl,,bm € B)(b(al,...,an,bl, ...,bm,Zl,...,Zk).

Lema 5 U c"-enlargementu, neka z1,...,z, € V(N) i F,G € BN. Slededi uslovi su ekvivalentni za
svaku formulu ¢:

(Z) (Elxb‘ cy Ty € M(‘F))(Elyb -y Yn € M(g))¢(£1, s Ty Y1y - - >ym>*zl>" o *Zk);'
(i) (VA e F)(VB € G)(3ay,...,a, € A)(Tby, ..., by € B)p(ay,...,an, b1, ... b, 21, ..., 21).



Jos neki ekvivalenti deljivosti

Teorema 6 Za sve F,G € N ekvivalentni su uslovi:
(1) F|G;
(i) (VA e F)(VB € G)(Ja € A)(Fb € B)a | b;
(it) u svakom enlargementu postoje x,y € *N takvi sa v(z) = F, v(y) =G i x*| y;
(ii1) u nekoj nestandardnoj ekstenziji postoje x,y € *N takvi sa v(x) = F, v(y) =G i x *| y;
() u svakoj ¢ -zasi¢enoj ekstenziji, za svako x € u(F) postoji y € u(G) takvo da = *|y;
(v) u svakoj ¢*-zasi¢enoj ekstenziji, za svako y € u(G) postoji x € u(F) takvo da x *|y.



